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RÉSUMÉ 
En général dans les systèmes de CAO, la conception d'un mécanisme commence par une 
représentation idéale, basée sur la géométrie euclidienne d'un modèle nominal. À cause des 
limites des procédés de fabrication un objet mécanique réel est constitué d'un ensemble de points 
plus ou moins proches de ce modèle nominal. Dans la représentation de ces points, il faut donc 
prendre en considération les dispersions ou erreurs entre l'emplacement nominal et 
l'emplacement réel. Ces dispersions sont d'autant plus importantes qu'elles peuvent affecter les 
conditions de bon fonctionnement et d'assemblage du mécanisme entier. La mise en place d'un 
modèle permettant de déterminer et de quantifier ces dispersions constitue donc un atout 
important. 
Le travail élaboré dans cette recherche s' appuie sur un modèle d' identification des dispersions 
développé par Laperrière et Lafond [16] dans le cadre de l'analyse de tolérances. Ce modèle 
nous permet d'obtenir les dispersions affectants les conditions fonctionnelles sous forme de 6 
équations à "n" inconnues où "n" est le nombre de dispersions à quantifier. À la lumière de ce 
modèle nous avons développé un modèle similaire dans le cadre de la synthèse de tolérances. Ce 
modèle nous permet d' établir une relation entre les dispersions des conditions fonctionnelles et 
celles des éléments fonctionnels . Le modèle est exprimé sous forme de "n" équations à 6 
lllconnues. 
Ces modèles (analyse et synthèse), nous permettent alors de procéder à une simulation de type 
Monte Carlo où des valeurs aléatoires sont données aux dispersions inconnues. Ceci permet dans 
un premier temps de déterminer une zone de tolérance à l'intérieur de laquelle les dispersions 
doivent se situer pour satisfaire les spécifications, et dans un deuxième temps de calculer le 
pourcentage des assemblages qui ne respecteront pas les spécifications. 
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CHAPITRE 1 
DEFINITION DU PROBLÈME 
1.1 Définition générale 
Ce projet s ' intègre dans un ensemble de projets qui ont été menés conjointement par 
plusieurs étudiants de la maîtrise et des chercheurs de l' université du Québec à 
Trois-Rivières. 
Le tolérancement est un sujet de première importance pour les entreprises 
manufacturières. Un tolérancement optimum de pièces et d 'assemblages peut contribuer à 
une réduction des coûts et une amélioration de la qualité. Il permet d' optimiser les 
assemblages mécaniques complexes tout en prenant en compte les stratégies de 
fabrication dès la phase de conception du produit. 
Toute conception mécanique nécessite des cotes fonctionnelles dans le but d ' en assurer la 
réalisation mais plus encore, assurer le bon fonctionnement des composantes lors de 
l' étape de l'assemblage. Il s'agit des spécifications de parallélisme, de concentricité, de 
tangence, de jeu, etc. , qui traduisent les fonctions technologiques du mécanisme: 
fonction de guidage, fonction de transmission d' efforts, fonction d'étanchéité, etc. La 
principale spécification concerne l'existence d 'un jeu positif ou nul entre deux surfaces 
réelles et destinées à caractériser fonctionnellement l' assemblabilité du mécanisme. 
Le problème du tolérancement provient du fait que la zone de tolérance d ' une même 
surface sur une série de pièces donnée est complètement différente (en taille et en 
position) en fonction du système de référence qu'on utilise pour l'observer. 
Dans les systèmes mécaniques complexes, ces constats prennent une grande importance à 
cause du nombre de cotes fonctionnelles. 
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Ces cotes fonctionnelles sont affectées par trois classes de dispersions qui sont liées aux 
tolérances géométriques, dimensionnelles et aux petits ajustements entre les surfaces en 
contact. Une bonne maîtrise des cotes fonctionnelles passe nécessairement par la maîtrise 
de ces troi s types de dispersions. 
Spécifions la différence entre les types de dispersions. Nous faisons allusion à des 
tolérances par le terme dispersion. 
1.1.1 Les dispersions dimensionnelles 
Les dispersions dites «dimensionnelles » sont les dispersions locales, qui se traduisent par 
la mesure de la distance réelle, soit entre deux points réels, soit par la mesure angulaire 
entre deux droites identifiées. (ISO 2692). 
La figure 1.1 illustre bien un exemple de dispersions dimensionnelles . 
Figure 1.1 : Représentation d ' un exemple de dispersion dimensionnelle 
Dans les deux cas on limite les dispersions par l' indication d' une valeur limite maximum 
et minimum. 
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1.1.2 Les dispersions géométriques 
Les dispersions géométriques sont associées à des dispersions de forme, de position et 
d'orientation plus spécifiquement. La figure 1.2 présente un exemple de dispersion 
géométrique. 
------=-~ L Zone de dispersion 
Figure 1.2 : Illustration d'un exemple de dispersion géométrique 
3 
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1.1.3 Dispersions liées aux ajustements entres les surfaces 
Il s'agit des variations (dispersions) liées aux joints cinématiques des surfaces en contact. 
Les degrés de liberté des joints cinématiques les plus utilisés sont illustrés par la figure 
1.3. Chaque caractéristique géométrique peut produire des variations (dispersions) aussi 
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La figure 1.4 montre un exemple de dispersion provoquée par des joints cinématiques en 
deux dimensions. 
o 1 0.03 f--I -
moyeu Dispersion ~ ____ Ci_ne_'m_a_t_iq_Ue ________ ~ __ ~tJél~Ue 
Figure 1.4 : Exemple de dispersion cinématique 
Sur cette figure nous pouvons constater que la planéité du moyeu, la circularité de la 
bague et circularité du roulement provoquent des dispersions cinématiques. 
1.2 Motivation 
Les systèmes de CF AO intègrent, de manière croissante, des outils de calcul qui facilitent 
le travail des concepteurs et permettent ainsi de réduire le temps de développement d' un 
produit. L ' intégration de la conception et de la fabrication est toujours confrontée à 
quelques problèmes: 
• l'incapacité des logiciels de conception assistée par ordinateur à coter de façon 
fonctionnelle un dessin, 
• les problèmes liés aux différentes sortes de dispersions. 
Face à ces problèmes nous allons essayer de développer un outil qui contribuera à 
quantifier les dispersions . Nous essayerons toujours, dans la mesure du possible, de faire 
un lien entre la méthode de quantification et les types de dispersions . 
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1.2.1 Problématique de la cotation fonctionnelle . 
Malgré les progrès opérés dans ce domaine, la cotation fonctionnelle est toujours 
confrontée à certains problèmes (difficultés). Ces difficultés proviennent: 
• de l' absence d ' une méthode systématique de détection et de traitement des conflits 
des chaînes de cotes; 
• du manque d ' exhaustivité dû à la difficulté de pnse en compte de toutes les 
conditions et contraintes de fonctionnement et de montage dans les ensembles 
mécaniques complexes; 
• des choix à priori de l'ordre de traitement des chaînes fonctionnelles masquant 
généralement la plupart des interactions entre les contraintes d' assemblages. [1] 
Ces difficultés rendent la conception très difficile pour bon nombre de concepteurs, 
surtout les moins expérimentés. Les pièces sont fabriquées de façon indépendante, le 
respect des conditions fonctionnelles est assuré par l ' assemblage de nouvelles cotes 
fonctionnelles imposées sur la géométrie de l' ensemble. En effet, pour assurer le bon 
fonctionnement d 'un mécanisme quelconque et l' interchangeabilité des pièces, une 
cotation optimale s'avère nécessaire et indispensable. 
La cotation actuelle est entièrement réalisée de façon manuelle et nécessite un temps 
considérable. En fait, le temps requis varie en fonction de la complexité de la pièce ou de 
la conception. 
6 
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CHAPITRE II 
REVUE DE LA LITTÉRATURE 
2.1 Les tolérances 
Théoriquement l'obtention d'une géométrie parfaite est possible, mais dans la réalité elle 
est impossible à cause de l'inexactitude des outils de fabrication. La prise en compte de la 
géométrie des pièces se fait en limitant les variations géométriques. 
Le tolérancement est actuellement le moyen mis à la disposition des concepteurs pour 
exprimer les limites aux variations de la géométrie réelle . 
Ce sont les différentes techniques manuelles ou assistées par ordinateur qui permettent de 
calculer les jeux connaissant les zones de tolérances ou, inversement, connaissant les 
conditions fonctionnelles d' un mécanisme, de déduire les valeurs optimales pour les 
tolérances. [2] 
Une enquête menée par le LURP A (Laboratoire Universitaire de Recherche en 
Production Automatisée) montre que parmi les spécifications correctement écrites sur les 
dessins de définition, 25% d'entre elles étaient géométriquement mal définies et sans 
interprétation possible par les services de métrologie [3] 
Pour éviter les erreurs d'interprétation, ce langage a été normalisé. Les normes de 
tolérancement constituent un langage de spécifications des états limites des pièces 
mécaniques réelles. Comme tout langage, il est composé d'une partie syntaxique (les 
symboles et leurs règles d' écriture associées), et d'une partie sémantique (les procédures 
de vérification enclenchées par chaque expression syntaxique bien formée). Ce langage 
permet essentiellement de : [2] 
• Désigner les éléments tolérancés. 
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• Définir les zones de tolérances. 
• Définir la position de ces zones de tolérances sur la pièce réelle. 
Il existe principalement trois types de tolérancement : 
• dimensionnel ; 
• géométrique; 
• statistique. 
2.1.1 Les tolérances dimensionnelles. 
Il existe trois types de tolérances dimensionnelles : 
• linéaire 
Une tolérance linéaire limite uniquement des dimensions locales. En conséquence les 
tolérances dimensionnelles linéaires ne seront portées que sur des surfaces ou entre des 
surfaces possédant des dimensions locales, principalement sur les cylindres et les plans 
parallèles ayant suffisamment de matière en vis-à-vis[3] 
• angulaire 
Une tolérance angulaire spécifiée en unité de mesure angulaire, limite uniquement 
l'orientation générale de deux lignes. 
• Radiale 
Une tolérance radiale, comme son nom l'indique spécifie le rayon général ou contrôlé. 
Tableau 2.1 : 
Symbole des tolérances dimensionnelles 
Tolérance angulaire Tolérance radiale Tolérance linéaire 
~040±O . 02 lo±o.oI 
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2.1 .2 Les tolérances géométriques 
Une tolérance géométrique désigne et définit d'une manière générale: 
• Des éléments géométriques réels: les éléments tolérancés et les éléments de 
références. 
• Une référence: simple, commune ou un système de référence. Ce sont des modèles 
géométriques parfaits construits à partir d'éléments de référence. 
• Une zone de tolérance dont la géométrie parfaite peut être située à l'aide de 
paramètres géométriques (d'orientation et de position) par rapport à une référence ou 
un système de référence. La valeur intrinsèque de la zone de tolérance est l' écart 
tolérancé. 
L ' exigence contraint l' élément tolérancé à être compris dans une zone de tolérance[3]. 
On distingue quatre types de tolérances géométriques: de forme, d ' orientation, de 
position et de battement. On peut les regrouper dans un même tableau (voir tableau 2.2) 
Tableau 2.2 : 
Récapitulatif des tolérances géométriques 
Type Élément Symboles Paramètres de la zone de tolérance 
tolérancé Écart tolérancé 
Tolérance de forme 
Rectitude ligne 
-
o d' un cercle ou d ' un cylindre distance 
entre 2 Droites ou plan 
planéité plan L:::7 Distance entre 2 plans parallèles 
circularité ligne 0 Distance entre 2 cercles concentriques 
cylindricité cylindre (J Distance entre 2 cercles coaxiaux 
Forme d 'une ligne ligne () Distance euclidienne entre 2 lignes 
quelconque 
Forme d'une surface surface 0 Distance euclidienne entre 2 surfaces quelconque 
9 




parallélisme ligne, surface // o d'un cylindre distance entre 2 droites 
ou 2 plans 
perpendicularité ligne, surface 
.1 o d'un cylindre distance entre 2 droites 
ou 2 plans 
inclinaison ligne, surface L o d' un cylindre distance entre 2 droites 
ou 2 plans 
Tolérance de 
position 
localisation Point, ligne, 
-$- o d' un cercle ou d ' un cylindre distance surface entre 2 droites ou 2 plans 
concentricité point @ D' un cercle 
coaxialité ligne @ D'un cylindre 




simple ligne JI Distance entre 2 lignes 
total surface Distance entre 2 surfaces 
1!Jf 
2.1.3 Les tolérances statistiques (ST) 
L'un des pIOnmers de l'utilisation des méthodes statistiques dans l' industrie fut A. 
Shewhart en 1930 [4]. Il décrit trois étapes dans le processus de contrôle de la qualité qui 
sont définies comme suit: 
La spécification désirée; 
La production des articles qui doivent respecter les spécifications; 
L'inspection pour déterminer les articles qui ne respecteront pas les spécifications. 
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A. Shewhart [4] précise que ces trois étapes sont indépendantes et forment un cycle 
représenté à la figure 2.1. 
spécification 
inspection 
Figure 2.1 : Le cycle de Shewhart reliant les trois étapes du processus de contrôle 
de la qualité 
Le tolérancement statistique spécifie la population des pièces acceptables et celle des 
pièces qui ne le sont pas. Dans le tolérancement statistique, nous avons besoin d'une 
population de pièces pour décider si la population entière est acceptable ou pas. C'est un 
fait subtil mais important à considérer si on utilise le tolérancement statistique. 
Trois principales raisons poussent les industries à utiliser le tolérancement statistique: 
• la première est reliée aux coûts . Le tolérancement statistique se base principalement 
sur les données statistiques pour prévoir les nombres de rejets tout en minimisant les 
coûts de production et en acceptant une légère détérioration dans la qualité des 
pièces. 
• La deuxième est plutôt reliée aux choix des différentes entreprises d ' adopter le 
tolérancement statistique ou non. Mais certaines industries n ' ont pas le choix que 
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d 'adopter le tolerancement statistique. Tel est en effet le cas dans l'industrie 
électronique, où la cadence de la miniaturisation dépasse de loin la cadence de 
l'amélioration des capacités de processus de fabrication. 
• La troisième raison est reliée au succès des méthodes statistiques dans la production 
et l'inspection. 
Le symbole du tolérancement statistique est: < ST > 
Dans le système ISO deux approches sont utilisées pour spécifier le tolérancement 
statistique sur les pièces. 
La première est PCI ( Process Capability Indices) comme son nom l' indique, elle est 
basée sur les indices de capabilités. Ces indices sont: 
• Cp: le rapport entre l ' intervalle de tolérance et la dispersion globale 
T;; - T. 
C = l 
P 60- (2.1 ) 
• Cpk: la valeur minimale obtenue de l' écart respectif entre la moyenne du procédé et 
chacune des limites Ti et Ts des spécifications, cet écart étant divisé par 3cr. 
Ts - Tl' Ts + T. I __ ~l - f.-L 
C = min[Ts - f.-L f.-L - Ti l = __ 2_~_2 __ -----, 
pk 30" ' 30" 30" 




Ts : limite supérieure de spécification 
Ti : limite inférieure de spécification 
fl : la moyenne de la population 




Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionnels sur une condition fonctionnelle d'un 
assemblage mécanique 
Ces indices permettent de déterminer la population des pièces conformes. 
Prenons un exemple de tolérancement statistique en utilisant l'approche PCI dans la 
figure2.2 . 
. 0 1014±0.05 €) 1 2.0 I 15 E 25 
t 
Figure 2.2 : Illustration de l'approche PCI 
1 
Les populations des diamètres acceptables devront avoir Cp~2.0 , Cpk~1.5 et Cc:S;0.25 avec 
Ts= l 0.19 et T j= l 0.09. 
La deuxième est l'approche DFZ (Distribution Function Zones) est basée sur les 
fonctions de distribution des zones. 
Prenons encore l'exemple de la figure 2.3 pour illustrer cette approche . 
• 0 10.l4±0.0' €) ± 0 .03 P 86 % 
t 
Figure 2.3 : Illustration de l'approche DFZ 
La sémantique spécifie que dans une population de pièces acceptables, on retrouve moins 
de 86% des diamètres à moins de 1 0.14 ~~',~~, tout au plus 7% seront à moins de 
1 0 14-0.03 • d 1 0 14 +0.05 • -0.05 et au plus 7% seront à mOInS e . +0.03 • 
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2.2 Les différentes représentations géométriques 
Pour identifier les différents éléments qui interviennent dans la cotation fonctionnelle , les 
chercheurs utilisent des modèles géométriques. De nos jours nous pouvons classer ces 
modèles en trois catégories différentes (voir figure 2.4): 
• modélisation fi laire ; 
• modélisation surfacique; 















balayage Décomposi tion 
cellulaire Énumération spatiale 
Figure 2.4 : Les différents types de représentations géométriques. 
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Ces représentations solides ont modifié l' approche des logiciels de CAO/DAO. L'objectif 
n' est plus de réaliser des dessins mais de construire une maquette numérique (un 
prototype virtuel) de l'objet physique. Parmi ces représentations les plus utilisées sont: la 
surfacique et le volumique. Examinons un peu plus en détail ces modèles. 
2.2.1 B-REP (Boundary REPresentation) ou représentation par lesfrontières 
Dans le modèle B-REP, un solide est représenté par un découpage de sa frontière 
(fermeture) en un nombre fini de surfaces. Les surfaces individuelles sont raccordées ou 
reliées par les cotes qui définissent leur vertex. Les surfaces ou limites plus complexes 
sont définies par des courbes mathématiques, connues sous le nom de « splines ». Les 
surfaces ainsi générées par ces courbes de formes complexes sont alors des portions de 
surfaces. Les représentations les plus connues pour ces types de surfaces et de courbes 
sont les surfaces de Coons, les Bicubiques ainsi que les Béziers. Les courbes non-
uniformes sont quant à elles représentées par des B-Splines et par des Nurbs. 
2.2.2 CSG (Constructive Solids Geometry) 
La seconde grande représentation largement utilisée est la représentation CSG. Elle est 
obtenue à partir d 'un ensemble de paramètres primitifs (boites, prismes, cylindres, cônes, 
sphères ... ) sur lesquels sont appliqués des opérateurs ensemblistes (union soustraction, 
intersection . .. ) et des transformations mathématiques (translation, rotation, duplication, 
changement d ' échelles .. . ). Le modèle est donc stocké sous forme d ' une phase qui décrit 
l ' historique de sa création. 
La première étude basée sur la représentation d'un modèle solide CSG a été amorcée par 
Requicha en 1980 [5]. Suite à ces travaux de recherches, plusieurs équipes de chercheurs 
ont travaillé à l' intégration de différents aspects reliés à la représentation d ' un modèle 
solide dans la conception et la fabrication assistée. 
L' approche vectorielle est aussi utilisée pour la représentation d'entités susceptibles 
d'intervenir dans la cotation fonctionnelle. 
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Les différents modèles définissent une géométrie nominale (parfaite) de la pièce 
permettant de nombreuses applications: 
• Visualisation 3D réaliste de la pièce. 
• Calculs utiles au prédimensionnement : volume, centre de gravité, surface mouillée, 
inertie, maillage, simulation ... 
• Calculs de la trajectoire d ' un outil réalisant une surface par balayage. 
• Aide à la réalisation de dessins de définition: contours de la pièce projetée dans des 
plans respectant les règles traditionnelles du dessin technique. 
À partir de ces différentes représentations, plusieurs travaux de recherches ont été réalisés 
pour développer des approches permettant de représenter les tolérances et de résoudre 
certains problèmes. 
Voyons quelques différentes approches proposées par différents auteurs et des groupes de 
recherches. 
2.3 Les différentes approches préconisées pour l'analyse des tolérances 
2.3.1 La géométrie variationnelle 
La géométrie variationnelle est définie comme une méthode de conception qui utilise la 
théorie des graphes et des techniques numériques de résolution. On décompose le réseau 
de contraintes en un ensemble d ' équations. 
Dans cette approche la pièce finale est décomposée en articles. Chaque article est à son 
tour décomposé en éléments géométriques de base (point, segment, cercle . .. ) [6]. 
Les contraintes et les articles de base sont représentés dans un graphe dans lequel les 
nœuds sont des articles, et les arcs sont des contraintes entre ceux-ci . Une contrainte entre 
les articles est une propriété (pallèlisme, perpendicularité tangence . . . ) commune à ces 
derniers. 
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La figure montre un exemple de Jung [19] qui représente le graphe d'un assemblage en 
2D. 
Un cercle Cl de centre Pl et de rayon RI est tangent à un autre cercle C2 de centre P2 de 
rayon R2 avec R2=f(Rl). 
p 
R1 
\ R2 / P2 P1 
Expression 
Figure 2.5: Pièce construite en 2D et graphe associé 
L'établissement d ' un tel graphe permet de vérifier la cohérence du modèle et d ' assurer la 
propagation des contraintes. A partir de ce graphe, on peut procéder à la résolution du 
système d 'équations construit à partir de tous les arcs qui arrivent au nœud considéré. 
Gupta [7] récapitule deux approches permettant aux ingénieurs concepteurs de pouvoir 
tenir compte des modifications d'un modèle géométrique de la pièce. Ces deux approches 
en question sont: 
• L'approche symbolique, 
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• L'approche numérique. 
La première utilise des techniques de recherche basées sur l'intelligence artificielle. Dans 
la seconde, les contraintes de dimensions sont représentées sous forme d ' équations 
résolues numériquement par un outil de résolution (solver). 
2.3.2 La programmation linéaire. 
Certains chercheurs ont fait appel à la recherche opérationnelle pour résoudre certains 
problèmes reliés aux tolérances. Cette approche a été introduite par Turner [8] , elle a été 
améliorée par Martino [8]. Les caractéristiques de la nouvelle méthode sont: 
• Les éléments géométriques de référence minimum (datums), aussi bien que les 
tolérances, sont représentés comme des contraintes de programmation linéaire; 
• Les degrés de liberté des corps en mouvement, aussi bien que les dimensions, sont 
des variables de la programmation linéaire; 
• La programmation linéaire est résolue par la méthode de simplexe en trois phases. 
Dans son approche, la condition fonctionnelle (design fonction) est présentée comme une 
fonction linéaire des dimensions. 
Mathieu [9] propose une méthode basée sur les calibres virtuels et l' approche 
Geospelling pour établir ces équations mathématiques. Sa méthode est illustrée à la figure 
2.6. 
Expression d 'une Expressions 
Résolution par 




Figure 2.6 : Méthode de vérification des calibres virtuels 
Ces approches apparaissent relativement efficaces avec une géométrie simple. Elles 
deviennent plus difficiles à réaliser quand la géométrie devient complexe. 
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2.3.3 Les méthodes statistiques 
Ces méthodes constituent de nos jours les moyens les plus efficaces, si elles sont bien 
utilisées. Les méthodes statistiques sont principalement basées sur des données 
statistiques pour prévoir les nombres de rejets tout en minimisant les coûts de production 
et en acceptant une légère détérioration dans la qualité des pièces. La méthode statistique 
fait l'objet de l ' utilisation de distributions statistiques réalisées autour des dimensions 
nominales dans le but de permettre plus de flexibilité à l'intérieur des procédés de 
fabrication. Ces méthodes sont principalement : 
• la simulation de Monté Carlo 
• la méthode de linéarisation directe 
• Root Sum squares 
• Mean shi ft 
• Six Sigma 
• Hasofer Lind (index de fiabilité) 
• Méthodes des moments 
• Intégration (quadrature) 
• Taguchi 
De nos jours, ces méthodes sont de plus en plus utilisées à causes de leur performance. 
Actuellement, certains chercheurs portent une attention particulière aux méthodes 
statistiques pour la cotation fonctionnelle assistée par ordinateur. 
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2.3.3.1 La méthode de Linéarisation directe DLM (Direct Linearization Method) 
Les auteurs qui ont développé et généralisé cette approche sont Chase, Magleby et Gao 
[10]. 
Les différentes étapes de la méthode sont présentées dans la figure 2.7. 
Calculer la sensibilité 
, 
Calculer les écarts types 
Assigner une distribution 
normale 
Calculer le pourcentage 
de rejets 
Figure 2.7 : Les étapes de DLM 
Les équations linéarisées déterminent comment les petits changements de dimensions, de 
forme et de contact des composants affectent un assemblage. 
La méthode de DLM permet d'estimer quantitativement la variation de toutes les 
caractéristiques critiques de l' assemblage et prévoir le pourcentage des assemblages qui 
ne respecteront pas les spécifications de conception [10]. 
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Dans un assemblage, la contrainte cinématique peut apparaître comme une boucle 
fermée, c.-à-d. , que le début et la fin des bases de référence de la boucle de vecteur de 
l'assemblage sont situés au même point ou comme une boucle ouverte, c.-à-d., que les 
extrémités (des bases de référence) de la boucle de vecteur de l'assemblage constituent un 
intervalle ou un dégagement ( clearance). 
Dans cette approche les contraintes cinématiques sont utilisées comme des fonctions de 
l'assemblage. Chaque vecteur représente une dimension dans la chaîne (boucle) avec les 
tolérances qui lui sont assignées ou une variable cinématique dont la variation est 
déterminée par les équations de contraintes [10]. L'équation générale résultante de cette 
approche peut être exprimée par les transformations de matrices homogènes de la 
manière la suivante : 
[R 1] [T 1] [R2] [T 2] ... [Ri] [Ti] ... [Rn] [T n] [RrJ = [H] 
Où: 
Ri : Les transformations de rotation 
Ti : Les transformations de translation, 
Rf: La rotation finale qui permettra d'obtenir une boucle fermée 
[H] : La matrice résultante. 
(2.4) 
Si l'assemblage est décrit par des contraintes avec une boucle fermée , [H] = [1] où [1] 
représente la matrice identité, autrement [ H ] représente l'intervalle final ou le 
dégagement et son orientation. Pour les assemblages à 2 dimensions (2D) les matrices 
homogènes sont exprimées par la formule 2.5; 
coscjJz -sin cjJz 0 
R = sin cjJz cos cjJz 0 T = 0 (2.5) 
o o o 0 
et pour les assemblages à trois dimensions elles sont exprimées par la formule 2.6 
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0 0 0 0 0 TI 
0 cos tPx -s in tP I 0 0 0 T, 
R I = T= 0 sin tPx cos tPx 0 0 0 Tl 
0 0 0 0 0 0 
cos tP J 0 sin tP, 0 cos tPl - sin tPz 0 0 
(2.6) 
0 0 0 sin tPz cos tPz 0 0 
R, = R = 
- sin tP , 0 cos tP, 0 , 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
Où: 
tPx, tP" tPz : Sont des rotations relatives correspondant aux axes 
TI' TJ , Tl : Sont les composants d 'un vecteur de translation d'un nœud à 
un autre. 
Les équations des contraintes d 'assemblage peuvent être linéarisées par les séries de 
Taylor et résolues par l' algèbre linéaire. 
A vec cette approche la variation d'assemblage peut alors être obtenue statistiquement et 
les anomalies d'assemblage peuvent être prévues avec la variation d'assemblage avec un 
cahier de charges des données de conception [Il] . 
Selon les auteurs, cette approche peut être aussi utilisée pour l'allocation des tolérances 
avec les arrangements prédéfinis, tel que la graduation proportionnelle. 
Nous pouvons constater sur la figure 2.7 que, dans cette méthode, des distributions 
normales sont assignées aux composants de l' assemblage. Cette remarque constitue 
effectivement la faiblesse de cette méthode, qui par contre constitue une excellente 
méthode quand les distributions des composants suivent des lois normales. 
22 
Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionnels sur une condition fonctionnelle d'un 
assemblage mécanique 
2.3.3.2 Méthode des moments 
Le système des moments est une méthode statistique qui permet d'exprimer les variations 
des composants de l' assemblage en termes de moments statistiques de distribution. Les 
quatre premiers moments décrivent respectivement la moyenne, la variance, le coefficient 
d'asymétrie et le coefficient d' aplatissement de la distribution [12]. 
Dans l'application de la méthode des moments pour l'analyse des tolérances, la 
distribution résultante d'assemblage est généralement simulée avec une distribution 
normale et la fonction de l'assemblage est représentée par la somme linéarisée en utilisant 
les premières dérivées partielles[ 13]. 
Dans cette méthode, on utilise l'approximation de la série de Taylor du second degré de la 
fonction de l'assemblage pour déterminer les quatre premiers moments de la distribution 




= -2: (X) 
N i = 1 
La variance 
2 
M 2 = _1 Ï (x - x) 
N i = 1 
Le coefficient d'asymétrie 
l n ( )3 M 3 = -2: x - x 
N i = 1 
Le coefficient d' aplatissement 
1 n )4 
M 4 = -2: (x - X 
N ; = 1 
Figure 2.8 : Les quatre premiers moments 
x 
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Après avoir déterminé les moments, nous pouvons ainsi faire une approximation de la 
distribution résultante par une distribution dont les caractéristiques sont connues. Il est 
alors maintenant simple de déterminer le pourcentage de rejets par intégration ou en 
utilisant les tables. 
Larsen [13] présente graphiquement ce processus par la figure 2.9. 
m 
m j 
Déterminer les moments résultants avec: 
Faire correspondre les paramètres du 
système à une distribution 
Figure 2.9 : Processus de la méthode des moments 
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Cette méthode al' avantage d 'être simple et requiert moins de mémoire pour la simulation 
sur ordinateur, cela est dû au fait qu 'elle n'utilise pas un générateur de nombres. C' est 
une méthode efficace pour prédire le nombre de rejets mais comme la plupart des 
méthodes statistiques, elle requiert une connaissance détaillée des processus de 
fabrication de chaque composant de l'assemblage. 
2.3.3.3 Index defiabilité (Hasofer Lind) 
Cette méthode a été développée pour des applications courantes en ingénierie. 
Elle a été appliquée à l'analyse des tolérances par Parkinson en 1978 [12]. 
Cette méthode peut être utili sée pour estimer la distance de chaque limite à partir de la 
moyenne de l'assemblage et le pourcentage de rejet. Il exige seulement la moyenne et les 
covariances des variables indépendantes. Cela suppose que toutes les variables 
indépendantes sont normalement distribuées. Les variables indépendantes représentent 
les dimensions spécifiques des pièces impliquées dans l'assemblage. 
2.3.3.4 La méthode de Taguchi 
Cette méthode a été développée par Taguchi dans les années 1957[26]. Cette méthode 
préconise l'utilisation des factorielles fractionnelles ou des tables d 'expériences pour 
estimer la variation de la fonction d 'assemblage provoquée par les variations des 
composantes. Elle peut plus loin être appliquée pour trouver les dimensions nominales et 
les tolérances qui minimisent une perte de fonction indiquée. La méthode de Taguchi est 
applicable aux fonction explicites et implicites d'assemblage. 
Elle peut être résumée par la figure suivante: 
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Système de design 
• Définition du système 
de bases de la 
conception 
(les caractéristiques de la 
qualité et exigences du 
client) 
• Fixation provisoire des 






• Détermination de la fonction 
principale et des sources de 
défauts 
• Détermination des grandeurs 
perturbatrices et conditions 
des expériences 
Figure 2.10 : Processus d'analyse des tolérances selon Taguchi 
2.3.3.5 Simulation de Monté Carlo 
Tolérances design 
• Renforcement des 
tolérances 
• Recours à des 
machines 
et des outils meilleurs 
• Uti lisation de 
matériaux 
de qualité optimale 
Cette simulation est l'objet de notre étude, elle a été utilisée dans l'analyse des tolérances 
par les Américains après la deuxième guerre mondiale [13]. Nous donnerons de plus 
amples détails de cette méthode au chapitre 4. 
2.3.4 Les méthodes hybrides 
Ce sont des méthodes qui consistent à combiner les avantages de plusieurs méthodes dans 
le but d'obtenir de meilleurs résultats dans l'analyse des tolérances. Cela est dû au fait 
que toutes les méthodes présentent des avantages et des inconvénients. 
Le « second order method for assembly tolerance analysis (SOT A) » est une méthode qui 
consiste à combiner les avantages de la linéarisation directe (Direct Linearisation 
Method) et ceux de la simulation de Monté Carlo [14]. 
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La méthode est composée de trois équations de différence, d'un outil de résolution 
(solver) de système non linéaire, d ' une méthode de système de moments, et d'un 
ajustement empirique généralisé de distribution de Lambda [sota] . 
Cette méthode a été développée par Glancy et Chase [14]. Les principales étapes de cette 
méthode sont représentées à la figure 2.11 . 
Changer un (ou deux) ... 
modèle{ s) de variables 
Évaluer la fonction du 
modèle 
~, 
Calculer la sensibilité 
1 
" 
Calculer les moments 
" 
Choisir la distribution 
convenable 
" 
Calculer les rejets 
Figure 2.11 : Les étapes de la méthode SOT A 
Il existe aussi une méthode qui consiste à combiner les avantages de la simulation de 
Monté Carlo et la méthode des moments. De cette combinaison, ils obtiennent de 
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meilleurs résultats que dans toute autre méthode prise singulièrement. Les difficultés 
rencontrées avec les fonctions non linéaires d'assemblage et les distributions non 
normales dans la méthode des moments sont éliminées par la méthode hybride. Cette 




































Calculer le nombre de rejets à partir 
de la fonction de distribution 
Figure 2.12 : Les différentes étapes de la méthode hybride (Méthode des 
moments et la simulation de Monté Carlo). 
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Dans ces types de méthodes, les désavantages des unes sont compensés par les avantages 
des autres. 
2.3.5 Autres approches 
Plusieurs chercheurs ont mis en place une méthode permettant de calculer les erreurs 
(dispersions) provenant de l' inexactitude des procédés de fabrication. Dans ce sens, 
Ballu et Bourdet [15] ont développé une approche qui consiste, dans un premier temps, à 
modéliser les erreurs géométriques et dans un deuxième temps à calculer la propagation 
de ces erreurs dans le mécanisme à l'aide d' un torseur des petits déplacements. Cette 
méthode nous permet de déterminer les directions de petits déplacements mais ne nous 
donne pas leur emplacement. 
Laperrière et Lafond [16] proposent une approche basée sur la cinématique inverse pour 
modéliser les différentes dispersions des éléments fonctionnels affectant la ou les 
condition(s) fonctionnelle(s). Cette approche permet d'obtenir six équations à n 
inconnues ou « n » est le nombre de dispersions. Cette approche constituera la base de 
cette recherche. 
Il existe encore d'autres méthodes telles que : 
• La méthode des moindres carrés; 
• Le palpage; 
• CE/TOL 6cr; 
• La géométrie paramétrique ... 
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2.4 Positionnement de la recherche 
Ce travail s'appuie sur un modèle (modèle d ' identification des dispersions) existant, 
développé par Laperrière et Lafond [16]. Ce modèle permet de mettre en évidence les 
différentes dispersions affectant les conditions fonctionnelles sous forme de six équations 
à n inconnus (où n est le nombre de dispersions à quantifier). Ce modèle repose sur le 
modèle de la cinématique directe, utilisé en robotique pour modéliser les déplacements 
infinitésimaux des robots. Cette modélisation en robotique permet d'établir les relations 
entre les déplacements infinitésimaux des paires cinématique et les déplacements 
infinitésimaux de l'élément final. Adaptant ce modèle aux tolérances, Laperrière et 
Lafond [16] ont établi une relation entre les dispersions des éléments fonctionnels et 
celles des conditions fonctionnelles. Ce modèle est conçu pour effectuer l' analyse des 
tolérances. 
Dans le cadre de ces travaux de recherche, nous développerons un modèle similaire pour 
la synthèse de tolérances . Dans ce modèle, il s' agit d'utiliser la « pseudo-inverse» de la 
matrice jacobienne pour établir une relation entre les dispersions des conditions 
fonctionnelles et celles des éléments fonctionnels. 
De toutes les approches, il ressort que toutes les méthodes ont leurs avantages et leurs 
désavantages. Dans plusieurs de ces méthodes, on utilise des équations linéaires et non 
linéaires, ces équations sont explicites ou implicites. Dans les cas où les équations sont 
explicites, la simulation de Monté Carlo constitue une des meilleures méthodes 
d'analyse. Il est souvent très difficile d'exprimer ces équations de façon explicite, mais la 
méthode proposée par Laperrière et Lafond [16] permet d'obtenir les dispersions affectant 
les conditions fonctionnelles sous forme de 6 équations à "n" inconnues où "n" est le 
nombre de dispersions à quantifier. 
Donc le principal point d'attraction de la présente recherche tourne autour de la 
quantification des dispersions qui caractérisent les tolérances, et ce, dans les deux cas 
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(analyse et synthèse). Il s' agit de trouver les solutions les plus optimales possibles pour 
résoudre les équations identifiées par la méthode d' identification des dispersions . 
Après avoir quantifié ces différentes dispersions, comment peut-on les interpréter? La 
réponse à cette question constituera la majeure partie des travaux couverts par cette 
recherche. Pour ce faire, les tâches suivantes devront être exécutées : 
• Développer un modèle pour la synthèse des tolérances; 
• Développer un modèle de quantification systématique des dispersions; 
• Une fois toutes les dispersions autour de la condition fonctionnelle quantifiées, faire 
des analyses des éléments fonctionnels en contact pour déterminer les types de 
tolérances; 
• Déterminer le pourcentage des assemblages qui ne respecteront pas les spécifications 
et les zones de dispersions. 
Il s'agit là des principales tâches des recherches qui me sont confiées pour 
l' accomplissement du mémoire dans le cadre d' une maîtrise en génie industriel, option 
productique. 
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3.1 L'approche préconisée 
L' approche préconisée dans la présente recherche consiste, dans un premier temps, à 
déterminer les différentes dispersions à l' aide du modèle d ' identification des dispersions 
et dans un deuxième temps procéder à une simulation de type Monté Carlo où des valeurs 
aléatoires sont données aux dispersions. Ceci permet d 'une part de déterminer une zone 
de tolérance à l'intérieur de laquelle les dispersions doivent se situer pour satisfaire la 
condition fonctionnelle et d' autre part de vérifier s'i l existe une relation (par l'annulation 
des effets) entre les différentes dispersions. 
3.2 Le modèle d'identification des dispersions affectant les conditions 
fonctionnelles 
Le terme "élément fonctionnel" est utilisé pour désigner des points, des courbes, et des 
surfaces qu ' ils soient fictifs ou réels . 
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3.2.1 Illustration du modèle d 'identification des dispersions par un exemple 
La figure 3.1. montre un assemblage formé de trois pièces (bloc, pointe, base), dans 
lequel on retrouve deux conditions fonctionnelles représentées par CF 1 et CF2. 
Figure 3.1 : Assemblage quelconque 
Cette approche peut se résumer en deux étapes qui sont: 
• Identifier tous les éléments fonctionnels dont les dispersions influencent les 
conditions fonctionnelles. 
• Établir mathématiquement les relations entre les dispersions de ces éléments et celles 
des conditions fonctionnelles 
3.2.2 Identification des dispersions des éléments fonctionnels autour de la condition 
fonctionnelle. 
Elle s'effectue selon trois étapes développées par Ghie [17] qui sont: 
• Établissement d'une Liste des Éléments Fonctionnels (LEF): 
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Dans cette étape, il s'agit de lire la géométrie de chaque pièce de l'assemblage à partir 
d'une représentation solide (BREP) 
fonctionnels. 
afin d' établir la liste de tous ces éléments 
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Figure 3.3 : Décomposition des pièces en éléments fonctionnels 
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• Établir le Graphe des Éléments Fonctionnels (GEF) : 
Il s'agit de construire le GEF à partir du LEF où l' usager sélectionne les éléments 
fonctionnels en contact entre deux pièces. Il s ' agit d'un algorithme programmé sur 
ordinateur qui permet d ' établir le graphe après avoir sélectionné les contacts . 
Le graphe associé à ces différents éléments fonctionnels pour l' exemple de la figure 3.3 




Figure 3.4: Les paires d 'éléments fonctionnels autour de la condition 
fonctionnelle 
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• Élaborer l'arbre des éléments fonctionnels (AEF): 
Une fois le graphe constitué, le concepteur devra intervenir dans le procédé pour 
identifier et prescrire son ou ses exigences fonctionnelle (s) (jeu fonctionnel) à respecter 
pour assurer le bon fonctionnement de l'assemblage. 
À partir de ce graphe, on identifie toutes les paires des éléments fonctionnels autour des 
conditions fonctionnelles . On élimine la redondance et toutes les paires non convenables 
selon la conception. 
L'arbre des éléments fonctionnels est représenté par la figure 3.5. 
départ 
Paire d'élément fonctionnel 
Paire cinématique 
13 , 19 
Figure3.5: Schéma d'arborescence des paires possibles d ' éléments fonctionnels 
Après aVOlr identifié toutes les chaînes qui ont une influence sur les conditions 
fonctionnelles, on passe à la deuxième étape qui est la modélisation des dispersions. 
36 
Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionnels sur une condition fonctionnelle d'un 
assemblage mécanique 
3.2. 3 Modélisation des dispersions. 
Elle a été développée par Laperrière et Lafond [18] dans le but de constituer un modèle 
permettant d' effectuer l' analyse de tolérances . 
Cette modélisation s'appuie sur la modélisation des déplacements infinitésimaux par 
matrice 4X4 des chaînes cinématiques ouvertes en robotique. 
Dans la modélisation cinématique d'un robot, le calcul de la matrice jacobienne 
représente un objectif central car elle est un opérateur linéaire qui fait la liaison entre les 
déplacements infinitésimaux des paires cinématiques et les déplacements infinitésimaux 
des éléments cinématiques dont l 'élément terminal est le plus important. 
La plupart du temps, c'est à partir de la jacobienne que l' on conçoit le contrôle du robot 
[19] . 
Pour une chaîne cinématique ouverte à n joints il est possible d 'exprimer l' influence 
qu' ont les petits déplacements (translations rotations) de chacun des membres sur un 
système d ' axe On placé au bout du dernier membre par la formule suivante. 
(3. 1 ) 
où: 
~ 
os : représente les trois vecteurs de translations de On 
0; : représente les trois vecteurs de rotations de On 
.f, : iièl1le colonne de la matrice Jacobienne 
oq : n-vecteurs des petits déplacements individuels des joints 
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En utilisant cette approche dans les tolérances, on pourra contrôler l' impact des 
dispersions des paires d'éléments fonctionnels sur la condition fonctionnelle qui constitue 
l'élément terminal, en ce sens qu'il constitue le début et la fin de la chaîne. Pour 
l' appliquer sur les tolérances, une adaptation s' impose. 
Pour adapter ce modèle au tolérancement, on procède par une modélisation des petits 
déplacements par matrices où on associe des joints et des systèmes d ' axes aux paires 
d 'éléments fonctionnels. Le repère initial 0 0 est rattaché au premier joint et les autres 
repères Oi à tous les joints de la chaîne. 
Les axes des structures Oi de la rotation ou de la translation sont Zi-l. 
On utilise la Jacobienne pour relier les effets des petits déplacements de chaque joint à la 
fin de la structure On. 
La figure 3.6 illustre l'approche par un exemple. La paire d'éléments fonctionnels 
correspond à deux plans de la même pièce. 
Les joints virtuels sont aUSSI associés à chaque élément fonctionnel de la paIre 
cinématique. 
On utilise six joints virtuels (trois pour la translation et trois pour la rotation), tout comme 
pour les degrés de liberté des paires cinématiques. 
Toutes les structures gardent le même emplacement à l'exception de l'implication des 
dimensions linéaires et angulaires. 
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Figure 3.6 : Illustration de l'addition des joints virtuels sur une paire d'éléments 
fonctionnels 
Les cubes représentent les dispersions de translation tandis que les cylindres représentent 
les dispersions de rotation. 
La modélisation mathématique relative aux SIX petits déplacements d'une paire 
d'éléments fonctionnels autour de la condition fonctionnelle à l'intérieur d'une chaîne de 







-;1 [ 1 ... = [)) ) ) ) )] ... [) ) ) ) ) )] * 





cS S : 3 vecteurs de petites translations du point d' intérêt 
cS a : 3 vecteurs de petites rotations du point d'intérêt 
(3.2) 
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lJ6i _ SJ6i _ 4J6i _ 3J6i_2J6i_IJ6i J: Matrice Jacobienne 6*6 associée à l 'élément 
fonctionnel tolérancé de la ième paire (interne ou cinématique). 
o FE; : 6-vecteurs de petits déplacements associés à l 'élément fonctionnel 
tolérancé de la ième paire (interne ou cinématique). 
Dans cette approche, la chaîne de tolérance est composée de paires internes et de paires 
cinématiques. 
Pour les paires internes, le lien spatial reliant la position et l'orientation de l'élément 
fonctionnel terminal est exprimé dans les coordonnées de l'élément fonctionnel de base. Il 
est donné par la matrice (3.3) [20] . 
s(n; }2(n: }2(n ~ )+ c(n; )s(n~ ) s(n; }s(n ~ ) s(n; }2(n ~ )s(n~ )- c(n; }2(n ~ ) Dl 2 
s(n; )s(n ~ ) - c(n; }2(n ~ }2(n ~ ) -c(n ; )s(n ~ ) - c(n; }2(n! )s(n ~ )- s(n; }2(n ~ ) _ D,2 
T C. = (3.3) 1) 
- s(n ~ }2(n ~ ) c(n ~ ) - s(n ~ )s(n~ ) D,: 
0 0 0 
Où: 
D/ : Translation de i àj des dimensions linéaires. 
n: : Rotation de i à j des dimensions angulaires. 
Pour les paires cinématiques, le lien est exactement de la même forme, sauf que différents 
noms de variables sont utilisés pour différencier les deux types de paires d 'éléments 
fonctionnels. Ce lien est matérialisé par l'équation (3.4) : 
s(w; }2(w: }2(w~ )+ c(w; )s(w~ ) s(w; }s(w~ ) s(w; }2(w: )s(w~' ) -c(w; }2(w~ ) d l 2 
s(w; }s(w ~' ) - c(w; }2(w: }2(w~ ) -c(w;)s(wn - c(w; }2(w: }s(w;)- s(w; }2(w~ ) _d,2 
T C. = 
- s(w: }2(w;) c(w:) - s(wns(w~' ) (3.4) 1) d,: 
0 0 0 
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Où: 
d/ : Translation de i à j correspondant au degré de liberté de la paire cinématique, 
(j) / : Rotation de i à j correspondant au degré de liberté de la paire cinématique. 
De ces équations, il ressort que la position et l'orientation relatives de n'importe quel 
élément fonctionnel dans la chaîne en considérant l 'élément fonctionnel de base à 00 sont 
le résultat des dimensions nominales et des degrés de liberté des éléments fonctionnels 
impliqués dans la chaîne. Cela est exprimé par l'équation suivante : 
r
n r 6 r 12 • ri s r 6n 
o = 0 • 6 12 ••• 6n-6 (3 .5) 
. D27 i;.tll.I- - 26 .i 
, ' 
0 25 to 0 26 
pin 0 19 to 0 24 (paire cinématique) 
0 13 to cL l FR2 
. - _ .~_ . _ . _ . _ . _ . _._._ . _._ . _. _ . _ . _ . _ . _.-
base 
, 
0 0 to O2 
0 3 to 0 6 




Figure 3.7: Attribution des coordonnées associées aux joints virtuels d'une chaîne 
possible de tolérance autour de la condition fonctionnelle. 
Les matrices de transformation sont obtenues en exprimant la nouvelle base par rapport à 
la base initiale. Par exemple la matrice To 1 est obtenue en exprimant la position des trois 
axes de 0 1 par rapport à 0 0• 
Dans le tableau 3.1 les matrices de la même ligne ont la même direction et le même sens, 
mais les différences aux origines les caractérisent. 
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Tableau 3.1: 
Représentation des matrices de transformation pour l' exemple de la figure 3.6 et 3.7: 
Transfor-
mations 
~2 Z2 Y2 
1 0 0 0 
o 0 - 1 0 
o 1 0 0 
o 0 0 1 
~ ~I ~ ~j 
1 0 0 0 
o 0 0 1 
1 0 0 ~ 
o 0 - 1 0 
o 1 0 0 
o 0 0 1 
o 0 1 Di 
o - 1 0 0 
1 0 0 0 
000 1 
'1'1 3 , '1' 18 
1 0 a1 0 
1 0 0 
o 0 - 1 
0 1 0 
o 0 0 
o 0 1 Di 
o - 1 0 0 
1 0 0 Dili 
o 0 0 1 
'1' 19 ' '1' 24 
1 0 a l 0 
1 0 0 ~ 
o 0 - 1 0 
o 1 0 qi 
o 0 0 1 
'1' 25 ''1' 30 
1 0 a l 0 
1 0 0 
o 0 - 1 
010 
o 0 0 
o 
~3 o 1 0 0; - 1 0 0 0 o 1 0 Di - 1 0 0 0 o 1 0 ~ - 1 0 0 0 1 0 D i + D,',: Y3 3 o 0 1 0 o 0 0 1 
o 1 11 
000 
- 1 0 0 
00 1 
1 0 ~ 
o ] 0 
o 0 0 
o 0 1 
o 0 1 11 
- ] 0 0 0 
o - ] 0 0 
o 0 0 1 
o 1 0 D; 
o 0 1 0 
1 0 0 0 
o 0 0 1 
o 0 1 Dii 
o 0 0 1 
o 0 ] 11 
- 1 0 0 0 
o - 1 0 qi 
o 0 0 1 
o 1 0 Di 
o 0] 0 
1 0 0 Dili 
o 0 0 1 
o 0 1 ~IJ 
o 0 0 1 
o 0 1 11 
- 1 0 0 0 
o - 1 0 qi 
o 0 0 1 
o ] 0 Di 
00 1 0 
1 0 0 Dili 





o 0 0 
o 1 
o 0 
- 1 0 
o 0 
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1/~6 1 0 0 ~ 010 4 [~ 0 0 D; 1 0 0 ~ 1 0 0 D~ + Di: 0 1 0 0 001 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 100 0 0 1 DI3 12 0 0 1 a13 12 0 0 1 D I3 12 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 
... 0 0 0 1 000 1 
3.3 Calcul de la matrice Jacobienne et génération des équations dans le cas de 
l'analyse 
Après avoir obtenu ces matrices de transformation, on procède au calcul de la matrice 
jacobienne à l'aide des formules suivantes [16] : 
Pour les joints virtuels de rotation: 
[
Zi -Il J = 0 i -o 
Pour les joints virtuels de translation 
Où: 
Z~- I : 3èl11e colonne de TOi-! 
J~- I : la dernière colonne de TOi-! 
J; : la dernière colonne de la dernière matrice 
o : est la matrice nulle 
(3.6) 
(3.7) 
Prenons comme exemple le calcul de la matrice jacobienne pour les trois premières 
transformations associées aux translations, on utilise la formule 3.7. 
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J =[; :: ]J =[ z~ l J =[ZJ] 
1 0 2 6 J 0 (3.8) 
En effectuant les calculs, on obtient les matrices suivantes. 
0 0 
0 -1 0 
1 0 0 ],- J- J3 = (3.9) 1- 0 2 - 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
De cette manière on peut procéder aux calculs des autres matrices jacobiennes associées 
aux translations. 
Pour les matrices jacobiennes associées aux rotations on utilise la formule 3.6. Voyons 
l 'exemple ci-dessus relatif aux calculs des trois premières matrices jacobiennes associées 
aux rotations. 
(3.10) 
Sur le tableau 3.1 , nous tirons les valeurs: 
D3 +D 27 ~30 2 26 
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D 3 ~3 2 
dO = 0 
o 
ce qui implique que : 
D 2? 
~30 ~3 26 
dO - dO=O 
La valeur de 





est tirée de la troisième colonne de la matrice de transformation T,,' . Nous possédons tous 
les éléments nécessaires pour calculer la matrice jacobienne. 
0 
D27 26 
J - 0 (3.15) 4 -
0 
0 
Ce même rai sonnement s'applique à toutes les matrices associées aux rotations. 
0 D'1 
' 2 
- D,'; 0 
0 D27 (3.16) J = J = 26 5 0 6 0 
0 1 
0 
Par ces matrices de transformations, on pourra toujours calculer les matrices jacobiennes 
associées aux translations et aux rotations respectivement par les formules 3.5 et 3.4. 
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On obtient ainsi toutes les matrices jacobiennes et on procède à l'établissement des 





ox JO 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 
orj;z, 
oY )O 0 -1 0 D" -D,'; 0 - 1 0 0 0 0 Orj;z5 
'6 
Oz )O 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 (3.17) * 
ofjJx )0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 
ocjJy ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 









8Z30=8zo+8~Z5D:; +8z6 +8~zll D:; +8ZI2+8~ZI 7 D:;+8zI 8+8~Z23 D:; +8Z24 
8~X30 = 8~Z4 + 8~zlO + 8~Z16 + 8~Z22 + 8~Z28 
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Les trois premières équations (3 .18, 3.19, 3.20) sont attribuées à des translations tandis 
que les trois dernières (3.21 , 3.22, 3.23) correspondent à des rotations . 
Ces équations constitueront notre modèle de base pour effectuer la simulation de Monté 
Carlo dans le cadre de l'analyse dans le chapitre 5. 
3.4 Calcul de l'inverse de la matrice Jacobienne et générations des équations 
dans le cas de la synthèse 
Au vu de la méthode développée par Laperrière et Lafond pour l' analyse des tolérances, 
nous avons jugé nécessaire de développer une méthode similaire pour la synthèse des 
tolérances partant des mêmes principes. 
La matrice jacobienne obtenue est une matrice rectangulaire, par conséquent elle ne 
possède pas d'inverse. Dans le domaine de la robotique, il existe quelques méthodes pour 
faire une approximation de l' inverse de ces matrices. 
Parmi ces méthodes, nous pouvons citer: 
Les méthodes itératives (Jacobi, Gauss-Seidel, la méthode de relaxation ... ) 
• Les méthodes directes (décomposition, Cramer ... ). 
Toutes ces méthodes sont sensibles aux erreurs de calcul, car elles permettent seulement 
d' effectuer une approximation de l' inverse. Cela veut dire qu'une faib le erreur sur une 
paire d'éléments fonctionnels donnée peut induire d ' importantes erreurs sur les autres 
paires. Le choix d'une méthode s'avère très important pour l' établissement des équations 
par le biais de la pseudo-inverse. 
Au vu de ces méthodes, nous avons opté pour la méthode qui consiste à calculer la 
pseudo-inverse par la formule suivante: 
47 
Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionnels sur une condition fonctionnelle d'un 
assemblage mécanique 
J + = J T ( JJ T ) - 1 (3.24) 
où: 
J + : est «pseudo-inverse» de la matrice (dans notre exemple la matrice 
jacobienne) 
J T : est la transposée de la matrice Uacobienne ) 
J: est une matrice rectangulaire (dans notre cas la jacobienne 6X30) 
Ce choix est justifié par la simplicité de la méthode. La formule est tiré du livre 
«Robotique aspects fondamentaux» [21] . 
La matrice jacobienne obtenue dans notre exemple est la suivante: 
0 0 0 0 Dl3 12 o 0 0 0 D
I3 
12 o 0 1 
0 - 1 0 D27 26 
_D13 
12 0 0 
- 1 0 D27 26 
_D13 
12 0 0 
- 1 0 
JI à JIS = 1 0 0 0 0 _D
27 
26 0 0 
0 0 _D27 
26 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
(3 .25) 
0 0 0 0 0 1 0 0 1 o 0 1 000 
DiJ 0 0 0 -1 0 DiJ 0 0 0 -1 0 0 o 0 
JI6 à J30= 
0 0 
-DiJ 1 0 0 0 0 -qJ 1 0 o 000 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 1 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 1 0 0 
Dans le but de simplifier les calculs, posons : 
4~ =x et .q~ =y 
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La matrice peut s' écrire sous la forme suivante : 
o 0 1 0 0 y o 0 
o - 1 o x -y 0 o -] 
~to.fo= ] o 0 0 0 -x 1 0 
0 0 o 0 1 0 0 0 
0 0 o 0 0 1 0 0 
0 0 o 1 0 0 0 0 
Où sa transposée est : 
001000 
0-10000 
] 000 0 0 
O x OOOI 
O-y OIOO 
y O- x 0 1 0 
001000 
0-1 0 0 0 0 
1 000 0 0 
OxOOOl 
O- y 0 1 0 0 
y O- x 0 1 0 
001000 
0-10000 
1 000 0 0 
0 x 0 o 0 1 
0 001 0 0 
0 0- x 0 1 0 
0 o 1 0 0 0 
0-1 000 0 
1 0 0 0 0 0 
OxOOOI 
000100 
1 O-x 0 1 0 
o 0 ] 0 0 0 
o -10 0 o 0 
1 0 0 0 o 0 
000 001 
0 0 0 1 0 0 
0 0 0 010 
1 0 0 y o 0 100000 ] 0 0 1 o 0 
o x - y 0 o - 1 o x 0 0 0 - 1 o x 0 0 0 - 1 
o 0 0 - x 1 0 o 0 0 -x 1 0 o 0 0 -x 1 0 
o 0 ] 0 0 0 o 0 1 o 0 o 0 0 1 0 0 0 
o 0 0 1 0 0 000 1 0 0 000 1 0 0 
o 1 0 0 0 0 0 10 0 0 o 0 1 0 0 0 0 
100 0 
o 0 0 0 
o 0 0 0 
o 0 1 0 (3.26) 
000 1 
o 1 0 0 
(3.27) 
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En effectuant le produit de la matrice Jacobienne avec sa transposée, nous obtenons une 
matrice 6x6 (une matrice 6X30 multiplier par une autre matrice 30X6 = une matrice 6X6) 
suivante: 
6 + 2y 2 0 - 2xy - x 0 2y+ 1 0 
0 4x 2 + 2y 2 + 5 0 -2y 0 4x 
- 2xy - x 0 4x 2 + 5 0 - 4x 0 
0 -2y 0 5 0 0 
(3.28) 
2y+ 1 0 -4x 0 5 0 
0 4x 0 0 0 5 
Étant donné que cette matrice est carrée, il est donc possible de calculer son inverse qui 
est la suivante: 
5(25+4,c) /A 0 5x(2yt-1)/A 0 
o 5/8 0 2y/8 
5x(2yt-l)/A o -5(-6y+ 4y-29)/A 0 
o 2y/8 o (I /5+4y )/58 
-25(2yt-l)/A 0 -5x(-4y +4y-23)/A 0 
o -4x!8 o -8xy/58 
Où 
B = 4 X l + 6y l + 25 
- 25(2yt-1)/ A 
o 






(5i(4y -4y+23)+50(y +3))/A o 
o (1 /5+16i )/58 




Maintenant que nous avons l'inverse du produit amSI que la transposée, il suffit 
d'appliquer la formule 3.5 pour obtenir la «pseudo-inverse» . 
Cette méthode est simple et présente de meilleures approximations de l' inverse des 
matrices rectangulaires. La «pseudo-inverse» est représentée par la matrice suivante: 
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(5x'(2y-l)+ 25(3y-1 »/A 0 








5(25+ 4 x')1 A 
o 
o 








































5x(2y+-l)1 A 0 
o 2xy/5B 
o 1/5- 6y'15B 





(20xy(y-l)+ 1 15x)/A 
o 
- 25(2y+ 1)1 A 
o 
o 












50(y + 3)/A 
(20xy(y-I)+ 1 15x)/A 
o 






















o -3yIB o 1/5-6y'/5B 







-5(x'(2y-3)-10(y-2»/A 0 - 5(y' - Y + 2.5)1 A 
5x(2y+-l)1 A 
o 
5(25+ 4 x')1 A 
o 
o 
- 25(2y+- 1)1 A 
o -5(-6y+4y-29)/A 0 (20xy(y-I)+1 15x)/A 0 
- 5/B 0 - 2y/B 0 4x/B 
o 5x(2y+-1)1 A 0 - 25(2y+ 1)1 A 0 
-4xlB 0 - 8x/5B 0 1/5+ 16x'/5B 
2yIB 0 1/5+ 4x' 15B 0 - 8xy/5B 
o -5x(-4y+4y-23)/A 0 (5x2(4y -4y+23)+50(y+3»/A 0 
Ayant obtenu la pseudo-inverse, une application de la formule 3.33 nous permet d' établir 
un ensemble de 30 équations à 6 inconnues. 
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En effectuant ces opérations, nous obtenons les équations suivantes: 
&305x(2x+ 1)-&-305( - 6x2 +4Y -29)+5&30(2Oxy(Y -1)+ Il Sx) 
&- = --------------~--~----~--------~--------
o _x2(2Y+ I)2 - (25+ 4x 2)( _6y2 +4Y -29) 
- &30 5 - &/lY.:30 2y + 5~30 4x bz= ---=-..c----:---"--'-::------'-'-













&30~25+4x2 )+&305x{2Y+ 1)-5~302~2y+ 1) 
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- oY30 5 - 01»:30 2y + 0<Pz 30 4x 
& = --=-=--,--------:=--=----,---=-=--
13 4x 2 +6y 2 +25 
&3 O(5x(2x + 1)) -&305(- 6y 2 +4y-29)+b'tW30(2Oxy(y-1)+ Il Sx) 
&18 = -x2(2Y+l? -(25+4x2 ~_6y2 +4y-29) 
& = - oY305-oqlx302y+o<Pz304x 
- 19 4x2+6y2+25 
&305(25 + 4x 2 )+ &30 5x(2y + 1)- oç\y30 25(2y + 1) 
&20 = _x2(2Y+ 1)2 - (25+4x 2 J-6y2 +4y - 29) 
2 
oY30 2y - 0<Pz 30 1.6xy + 01»:3 0 0.8y 
0<Pz = --=--=--------,=--=-----,,-------"-=-----
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&30 (5 x (2x + 1 )) - Oz3 0 5(- 6y2 + 4y - 29)+ 6çly3 0 (20xy(y - 1) + 115x) 







Tout comme dans le cadre de l'analyse, ces équations constitueront un modèle de base 
pour effectuer la simulation de Monté Carlo dans le cadre de la synthèse dans le chapitre 
6. 
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CHAPITRE IV 
PRINCIPES DE BASES DE LA SIMULATION DE MONTÉ CARLO 
La méthode de Monté Carlo constitue une simulation, dans laquelle un générateur de 
nombre aléatoire sélectionne des valeurs pour chaque variable manufacturée, sur la base 
du type de distribution statistique assigné par le concepteur. Ces valeurs sont combinées à 
la fonction d'assemblage pour déterminer une série de valeurs de la variable 
d'assemblage. 
4.1 Historique 
La méthode de Monté Carlo a fait son apparition en 1949 dans l'article intitulé «The 
Monté Carlo Method». Ce sont les mathématiciens américains Neyman et Ulam qui sont 
les auteurs de la méthode [22]. 
La base théorique de la méthode a longtemps été connue, car au 1ge et au début du 20e 
siècle les problèmes statistiques ont été parfois résolus à l' aide de la sélection des 
nombres aléatoires, ce qui constitue le principe de base de la méthode de Monté Carlo. Le 
nom Monté Carlo vient de la ville de Monté Carlo dans la principauté de Monaco [22], 
célèbre pour ses salles de jeu. Dans les jeux de hasard, l'un des mécanisme le plus simple 
pour obtenir les nombres aléatoire est la roulette . 
Cette méthode fut d'abord utilisée en électronique pour enfin s'étendre de plus en plus 
dans les autres disciplines. 
Après la deuxième guerre mondiale la production manufacturière a connue de profondes 
mutations. On est passé de la production centralisée à une production décentralisée avec 
la séparation de la conception (design) de la fabrication. L'inefficacité (non fiabilité) de 
certains équipements militaires lors de la guerre et le nombre considérables de rejets ont 
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poussé certains pays à revoir leur système de production. C'est ainsi que le premIer 
standard de tolérancement fut publié en 1948 au Royaume Uni [13]. 
Les premières industries à reconnaître l'importance de l'analyse des tolérances sont les 
industries d'armement et d'aviation. L'arrivée de l'ordinateur à beaucoup contribuer à 
développer des méthodes d'analyse des tolérances. La méthode de Monté Carlo constitue 
l'une d'entre elles. 
4.2 Avantages et inconvénients 
4.2.1 Avantages 
Le modèle de Monte Carlo, une fois intégré avec la théorie statistique, est pertinent dans 
des problèmes de prévision résultant de la variation inhérente à tous les processus de 
fabrication. Typiquement, le modèle de simulation prévoit la variation de l'assemblage 
résultant par l'attribution des tolérances aux dimensions critiques de l'assemblage. Ces 
tolérances se composent des variations de processus qui sont présentées par des 
opérations de fabrication et d'assemblage et leur interaction avec les tolérances de 
différentes parties dans l'assemblage. 
Dans plusieurs situations il est impossible d'estimer correctement les processus de 
fabrication avec des lois normales simples. Il est de même difficile de décrire 
mathématiquement toutes les situations linéairement. Dans ces cas, Monte Carlo 
constitue une excellente méthode pour modéliser et analyser les distributions non-
normales les plus difficiles aussi bien que les fonctions non linéaires d'assemblage. 
4.2.2 Inconvénients 
Le concept de la simulation de Monte Carlo est simple et permet d'obtenir de très bons 
résultats avec toutes les lois mais pour atteindre l'exactitude nécessaire pour ce type 
d'analyse, un échantillon de 100 000 et plus est nécessaire. 
57 
Simulation de l'impact des dispersions d'é léments fonctionnels sur une condition fonctionnelle d'un 
assemblage mécanique 




e' : Évaluation initiale de e 
D : « half band width of the error band » 
Z;-a/2 : déviation normale correspondant à un coefficient de confiance de 
I -a 
N : taille de l'échantillon. 
Lors d'une étude comparative entre Monté Carlo et DLM [11], il ressort que la taille de 
l'échantillon pour des simulations de Monté Carlo a une grande influence dans la 
prévision des nombres de rejets. Plus la taille de l'échantillon est grande plus les 
prévisions sont fiables. 
Un léger changement dans le modèle entraîne une répétition de la simulation pour 
analyser le changement de la conception. De cette répétition, il en résulte une perte de 
temps d ' ordinateur ce qui, par conséquent peut influencer le prix. 
Un autre inconvénient majeur qui constitue une difficulté importante pour cette méthode, 
est que le concepteur doit avoir une connaissance précise du processus de fabrication. 
Cette connaissance est nécessaire afin de caractériser exactement chaque variable, pour 
permettre une approximation appropriée du procédé global d'assemblage (les dispersions 
de la condition fonctionnelle dans notre cas). 
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4.3 L'algorithme de la simulation de Monté Carlo 
Le principe de base de cette méthode est représenté par la figure 4.1. 








Utilisation des nombres 
aléatoires dans le modèle 
+ 








Figure 4.1: Diagramme de simulation de Monté Carlo 
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La procédure de la simulation de Monté Carlo pourrait être aussi illustrée graphiquement 










Calculer le nombre de rejets 
Figure 4.2 : Procédure de la simulation de Monté Carlo 
4.3.1 Génération des nombres aléatoires 
L'élément le plus important dans la simulation de Monté Carlo est le générateur de 
nombre aléatoires, car de ce générateur dépend la précision des résultats. 
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La génération de variables aléatoires commence avec un générateur de nombres 
aléatoires uniformes dans l' intervalle [0,1] . 
Ces valeurs uniformes sont utilisées comme percentiles pour élaborer la fonction 
cumulative de la distribution désirée. 
Ces variables aléatoires sont transformées en utilisant la fonction Inverse. Prenons 
l 'exemple de la loi gaussienne centrée réduite suivante: 
1 (y 2 ) p(y )= -- exp - -fi; 2 (4.2) 
. 1 ( t
2
) 
X = L fi; - 2 dt (4.3) 
La matrice jacobienne de l 'équation (3 .17) n'est pas réversible, ce qui signifie que nous 
ne connaissons pas comment calculer: 
(4.4) 
Dans ce cas, il est préférable de travailler à deux dimensions en considérant deux 
variables aléatoires gaussiennes yI et y2 non corrélées: 
On utilise un système de coordonnées polaires tel que: 
YI = rcos {} , Y2 = r sin{} 
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U est distribué comme exp( -U), 8 uniformément sur [0,2'Tr] et ces deux variables sont 
indépendantes. 
Il suffit de générer deux valeurs de X 1 et X2 uniformes sur [0,1] pour en déduire les 
valeurs de r et 8. On remarquera que seule la valeur de r positive doit être retenue. 
On en déduit les valeurs de yI et y2: 
r
2 
x , = exp(-U ) = exp(- - ), d' ou: r 2 = - 2LogX, 
2 
e . x 2 = - sail e = 2nX 2 
27f 
y, = J - 2LogX, cos(2nXJ 





Ces deux valeurs représentent des variables gaussiennes que l' on utilisera pour simuler 
les équations. 
Z, = jJ. + cy* y, 




/-1 et (J sont des paramètres de la loi normale, respectivement la moyenne et la 
variance. Pour la normale centrée réduite /-1=0 et (J= 1. 
L'une des méthodes de génération des nombres aléatoire est l'arrangement linéaire 
(Linear Congruential Scheme (LCS)). Cette méthode a été proposée pour la première fois 
par Lehmwer en 1951 [16]. Cette méthode peut être définie par l'équation récursive 
suivante: 
Zn = aZn_, MODm 
Rn =Zn/ m 
Où: 
Zo :valeur initiale (nombre entier) définie par l' utilisateur 
MOD: fonction de mathématiques de module 
(4.16) 
(4 .17) 
m : le module, habituellement défini pour être une grande valeur de nombre entier 
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a : le multiplicateur, habituellement fixé à la valeur 7* 1 05 
Rn : nième nombre aléatoire. 
4.3.2 Transformation des variables aléatoires 
La méthode la plus fondamentale et la plus fiable pour produire des variables 
aléatoires (x) est la méthode de transformation inverse[24]. La méthode serait 
normalement préférée à d'autres car la fonction cumulative de densité (CDF) existe et est 
facile à calculer numériquement. Cette méthode fonctionne comme suit : 
(4.18) 
où: 
R est le nombre aléatoire. 
Après avoir subit une transformation, les variables aléatoires sont utilisées dans le modèle 
pour générer des résultats qui seront stockés. Ces résultats serviront à effectuer des 
histogrammes dans le but de déterminer les caractéristiques des différentes distributions 
du modèle . Finalement, ces distributions permettent de déterminer la moyenne, l'écart 
type, et le pourcentage des assemblages qui ne respecteront pas les spécifications. 
Cette méthode, une fois intégrée avec la théorie statistique, est pertinente dans des 
problèmes de prévision résultant de la variation inhérente à tous les processus de 
fabrication. Le modèle de simulation prévoit la variation de l'assemblage résultant par 
l'attribution des tolérances aux dimensions critiques des composants. Ces tolérances se 
composent des variations de processus qui sont présentées par des opérations de 
fabrication et d'assemblage et leur interaction avec les tolérances de différentes parties 
dans l'assemblage. 
Dans plusieurs situations il est impossible de faire une approximation correcte des 
processus de fabrication avec des lois normales simples. Il est de même difficile de 
décrire mathématiquement toutes les situations de façon linéaire. Dans ces cas Monté 
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Carlo constitue une excellente méthode pour modéliser et analyser les distributions non 
normales les plus difficiles aussi bien que les fonctions non linéaires d'assemblage. 
Les fonctions utilisées dans la recherche sont des fonctions déjà existantes dans le 
logiciel S.A.S (Statistical Analysis System). Ces fonctions permettent d 'obtenir des 
nombres aléatoires fiables pour la simulation. 
4.4 Les données nécessaires 
Ces données serviront à établir le modèle dans lequel nous utiliserons les nombres 
aléatoires. Les données nécessaires à notre simulation sont des données géométriques et 
algébriques qui décrivent l ' assemblage et ses éléments. Ce sont principalement les joints 
cinématiques, les chaînes de vecteurs, les dimensions nominales des éléments (pièces), 
les différentes tolérances qui leur sont associées, les caractéristiques géométriques des 
tolérances, et les tolérances limites des assemblages. Ces données seront utilisées dans les 
équations sous forme de contraintes. Dans le cas de l' analyse notre modèle est constitué 
de 6 équations à 30 inconnus et 30 équations à 6 inconnus dans le cas de la synthèse. Le 
concepteur détermine la loi de distribution pour chaque variable et les différentes 
caractéristiques qui leur sont associées. Ainsi nous pourrons écrire cette variable sous la 
forme suivante: 
Pour une loi normale centrée réduite 
8z2 =f-L(moyenne de la distribution) + O'(variance de la distribution)* YI (ou Y2) . 
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4.5 Description du programme de simulation de Monté Carlo 
La première partie du programme consiste à générer des nombres aléatoires pour chaque 
variable suivant la loi de distribution qui lui est associée par une méthode itérative. La 
génération est suivie de la transformation des variables. 
Les nombres aléatoires sont générés par les fonctions, développées dans le logiciel S.A.S 
6.12 (Statistical Analysis System). Ces fonctions sont : 
• RANUNI qui est utilisé pour générer des nombres aléatoires d'une distribution 
uniforme. Sa syntaxe est RANUN/(seed, x); 
• RANNOR est utilisé pour générer des variables aléatoires d 'une distribution normale. 
Sa syntaxe est RANNOR(seed, x); 
• RA NP 01 est utilisée pour générer des variables aléatoires d'une distribution de 
poisson. Sa syntaxe est RANPO/(seed, m, x); 
• RANGAM est utilisée pour générer des variables aléatoire d'une distribution gamma. 
Sa syntaxe est RANGAM(seed, Q, x) ; 
• RANEXP pour générer des variables aléatoires d 'une distribution exponentielle. Sa 
syntaxe est RANEXP(seed, x); 
• RANBIN pour générer des variables aléatoires d'une distribution binomiale. Sa 
syntaxe est RANB/N(seed, n, p, x); 
• RANCA U pour générer des variables aléatoires d'une distribution de Cauchy. Sa 
syntaxe est RANCAU(seed, x); 
• RANTRI pour générer des variables aléatoires d'une distribution triangulaire. Sa 
syntaxe est RANTR/(seed, h, x). 
Nombre source ou Seed est un nombre entier, dont la valeur absolue est inférieur à 
231 _1. Si le seed ~ 0, l'heure de la journée est employée pour initialiser le seed. Une 
nouvelle valeur du seed est retournée à chaque fois que les fonctions RA NU NI, RANNOR, 
RANEXP, RANTRI, RANCA U, RANGAM et RANPOI sont exécutées. 
65 
Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionnels sur une condition fonctionnelle d'un 
assemblage mécanique 
x est une variable numérique. Une nouvelle valeur de la variable aléatoire x est 
retournée à chaque fois que les fonctions RANUNJ, RANNOR, RANEXP, RANTR1, 
RANCA U, RANGAM et RA NP 01 sont exécutées. 
m est la moyenne numérique des variables, avec m2::0 
h est une valeur numérique de SAS, avec O<h<1 
n est un nombre entier des épreuves indépendants, avec n > O. Si n ~ 50 ou np ~ 0, 
un inverse transforme la méthode appliquée à une variable aléatoire uniforme (RANUNI 
est utilisée). 
p est une probabilité numérique de paramètre de succès, avec 0 < p < 1. 
Nous assumons que les dispersions suivent un certain nombre de lois autre que la 
normale, et ceci dans le but de permettre au modèle de refléter les vrais états des 
dispersions aussi étroitement que possible. Le choix des lois de distributions n'est 
vraiment pas justifié, mais les différentes études menées par des chercheurs dans 
l'analyse des tolérances démontrent que les dispersions ne suivent pas toujours une loi 
normale. Les valeurs approximatives de ces dispersions sont déterminées en consultant 
des tables ou des recherches par expériences. 
Comme exemple de table, considérons la table établie par Bjorke, [27] pour les tolérances 
de position. 
Tableau 4.1: 
Tolérances de position et paramètres de distributions pour le processus de l'alésage. 
Type de Tolérances de position(px) Valeurs prévues (Es) Variance (var s) 
dimension mm max mm max mm max 
distance d'un 
axe à un plan de 
référence 
IT7 ITI0 0.48 0.52 0.028 0.040 
distance entre 
les axes IT7 ITI0 0.50 0.55 0.028 0.047 
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Les données ci-dessus sont appliquées à des tolérances de position situées entre 5 et 500 
mm; pour des pièces inférieures à 100kg. 
Cette table illustre la façon dont on détermine approximativement les dispersions. 
A chaque itération une valeur de chaque variable transformée est obtenue. Donc à chaque 
itération nous obtenons toutes les variables transformées de chaque équation et par 
conséquent on détermine une valeur d ' une dispersion de la condition fonctionnelle. 
Par exemple à chaque itération, on détermine les valeurs de 8z2, 8~Z5, 8z8, 8~ZII , 8Z14, 8Z20, 
8Z26 de l 'équation (4.l9).D;: est un bras de levier donc une constante et ainsi on peut 
calculer la valeur de 8X30 
( 4.19) 
Au début du programme, une boucle nous permet d 'appeler ces fonctions autant de fois 
que le concepteur le juge nécessaire . 
Cette boucle permet de répéter l ' expérience jusqu'à l' obtention d 'un nombre nécessaire et 
suffisant pour mener à bien l' analyse. L'analyse de ces données conduit à la construction 
des histogrammes et à l' application des tests pour déterminer la validité et l'efficacité des 
résultats. 
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CHAPITRE V 
SIMULATION STATISTIQUE DES ÉQUATIONS D' ANALYSE 
5.1 Définition 
L'analyse est une technique qui permet de calculer les di spersions des conditions 
fonctionnelles connaissant les dispersions des paires d 'éléments fonctionnels. 
A partir des équations (3.17) à (3.22) nous aSSIgnerons des valeurs aléatoires aux 
dispersions des éléments fonctionnels pour enfin calculer les dispersions de la condition 
fonctionnelle. C'est donc dire que les dispersions de la condition fonctionnelle sont 
fonction des variables aléatoires. 
Pour une meilleure compréhension, récapitulons les paires d'éléments impliquées dans 
les équations sous forme de tableau: 
Tableau 5.1: 
Récapitulation des paires d 'éléments impliquées dans les équations 
Paires Les systèmes d'axes Éléments fonctionnels Types 
(2,7) 0 24 à 0 30 2 - axe du cône de la pointe Axe fictif - axe fictif 
(axe fictif) 
(7, Il) 0 18 à 0 24 7 - axe de partie cylindrique de Axe fictif - axe fictif 
la pointe (axe fictif) 
(11 , 13) 0 12 à 0 18 11 - axe de l'alésage (axe fictif) Axe fictif - plan réel 
(13 ,20) 0 6 à 0 12 13- plan réel Plan réel - plan réel 
(20,20) 0 0 à 0 6 20-plan réel Plan réel - plan réel 
Comme nous l'avons mentionné au chapitre 3, nous associons des systèmes d'axes aux 
paires pour déterminer le modèle qui se présente sous forme de 6 équations à 30 
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Inconnues. Les trois premières représentent des dispersions provoquées par des 
translations et les trois dernières sont par des rotations. 
5.2 Illustration de simulation par un exemple 
Prenons l'équation suivante pour illustrer la démarche: 
Dans cette équation nous attribuerons des lois de distributions avec des caractéristiques 
aux dispersions des éléments fonctionnels soit les delta(8). D;; constitue un bras de levier 
donc une constante. Prenons donc chaque terme un à un pour y associer des distributions. 
8zo =0+0.0005*rannor(0); (5.2) 
Où: 
8zo :estune translation suivant l'axe Zo 
On considère que 8zo suit une loi normale de moyenne a et d'écart type 0.0005 et 5000 
valeurs sont générées. La figure 5.1 donne la signification physique des caractéristiques 
de la distribution de cette dispersion. 
..-- t5Z" -0.005 a 0.005 
Figure 5.1 :Illustration de la distribution de la dispersion 8zo. 
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Les 5000 valeurs sont utilisées pour construire un hi stogramme qui se présente sous la 
forme suivante: 












Std Dev 0.000 
-O.OOZI - 0 . 0015 -0 . 0009 -0 .0 003 0.0003 0.0009 0.0015 0 . 0 oz 1 
DE LTAZO 
Figure 5.2 : Histogramme de 8zo 
Les caractéristiques de cette dispersions sont les suivantes: 




N 5000 SUPl Wgts 5000 
Mean -'i.1'iE-6 SUPl -0.0~311 
Std Dev 0.000'i91 Variance ~.'i68E-1 
Skewness o • O'i 15 Kurtosis 0.0'i103'i 
USS 0.001~3'i CSS 0.001~3'i 
CU -10'i18 Std Mean 1.0~5E-6 
T:Mean=O -0.61'i85 Pr>ITI 0.'i998 
Nu,., "= 0 5000 NuPl > 0 ~'i18 
M(Sign) - ~~ Pr>=IMI 0.5'i31 
Sgn Rank -1001'i9 Pr>=ISI 0.3~31 
Quant i 1 est Def=5 ) 
100% Max 0.00198~ 99% 0.001151 
15% Q3 0.0003~'i 95% 0.0008~1 
50% Med -5.91E-6 90% 0.0006'i1 
~5% Ql -0.00035 10% -0.00063 
0% Min -0.00~09 5% -0.0008 
1% - 0 .0011 'i 
Range 0.00'i013 
Q3-Ql O.OO061'i 
Mode - 0.00~09 
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La figure suivante représente l'effet de la dispersion ôZo sur la condition fonctionnelle. 
Chaque dispersion des éléments fonctionnels affecte directement celle de la condition 
fonctionnelle. 
: ........ r------- n;~ 
, 
, 
._-- ---- -- - ---------------- ---- - ----------, 
Zo 
Figure 5.3: Représentation de l' influence de ôZo sur la condition fonctionnelle. 
ôZo est la différence de hauteur du plan par rapport à un repère fixe. Toutes les autres 
dispersions restent bloquées et le plan relié à ôZo bouge. 
ô~zs = 0+0.00001 *NORMAL(O) (5.3) 
Où 
ô~zs est une rotation autour de l ' axe Zs. 
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Dans l'équation, cette dispersion est multipliée par D:: qui constitue un bras de levier, ce 
qui a pour conséquence d'amplifier la valeur de la dispersion de la condition 
fonctionnelle en fonction de la longueur du bras de levier. 8~Z5 suit une distribution 
normale avec une moyenne de 0 et un écart type de 0.0001 , 5000 valeurs sont ainsi 
générées et l 'histogramme suivant est construit: 














Figure 5.4 :Histogramme de 8~Z5 
Meo n -0.000 
Std Osv 0 .000 
-0 .0 0000 6 0.000015 0.000036 
DELFIZ5 
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Les caractéri stiques de cette dispersion sont : 




























5000 SUM Wgts 
1.07E-7 SUM 
0.00001 Variance 
o .063776 Kurtosis 
5.0"l3E-7 CSS 
938"1.6Z8 Std Mean 
0.753"173 Pr>ITI 
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Physiquement nous pouvons représenter l' effet de cette dispersion sur la condition 
fonctionnelle par la figure 5.5 
~4-- --D27 ~ 














Figure 5.5 : Représentation de l'effet 5rpZl sur la condition fonctionnelle 
Les formules, les caractéristiques et les histogrammes des autres dispersions de l'équation 
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5.3 Résultats de la simulation de OZ30 
Au bout de 5000 itérations, nous obtenons 5000 valeurs de chaque dispersion impliquée 
dans la formule (5.1). Ces valeurs nous permettent de calculer 5000 valeurs de la 
dispersion fonctionnelle OZ30. Le regroupement de ces valeurs nous fournit l' histogramme 
suivant: 
Process Capability Analysis of Plating Dispersion 
lZ r-------------------------------------------------------~========~~ 
-0.Z75 -o.zoo -0.IZ5 -0.050 0.OZ5 o . 1 00 0.175 
DELTAZ30 
Figure 5.6: Histogramme de OZ30 
0.Z50 0.3Z5 
0 .07 1 
0 .0 9 0 
0."i00 
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Après avoir construit l'histogramme de la condition fonctionnelle , nous obtenons les 
caractéri stiques suivantes: 
Uariable=DELTAZ30 
Sampi ing Distribution: 5000 samples 
Univariate Procedure 
Moments 
N 5000 Sum IoJgts 5000 100% Max 
Mean 0.01Z961 Sum 36~.8066 75% Q3 
Std Dev 0.0333Z6 Uariance o .001111 50% Med 
Skewness 0.070Z5 Kurtosis -0.OZ3Z8 Z5% QI 
USS 3Z.168GZ CSS 5.5518'i9 0% Min 
CU 'i5.67563 Std Mean 0.000'i71 
T: Mean=O 15'i.8105 Pr>ITI o .0001 Range 
Num " = 0 5000 Num > 0 'i9'i5 Q3-Ql 
M(Sign) Z'i'i5 Pr>=IMI o .0001 Mode 
Sgn Rank 6Z'i3086 Pr>=ISI o . 0001 
Extremes 
Lowest Obs Highest Obs 
-0.0'i553( 3916) 0.181677( 19'i7 ) 
-0.03378( 17'i9 ) o .183'i8( 3060) 
-0.03083( 'i580) 0.18581( 'i551 ) 
-0.03037( 63'i ) 0.186061( 'i319 ) 
-0.OZ68Z( 'i590) o .189~OZ( 1 Z 18) 
Quant i 1 est Def=5 ) 







O. O'i'i 16 
-0.0'i553 
5.3.1 Test sur les valeurs des dispersions de la condition fonctionne lle. 





- 0.0011 'i 
De ces valeurs, nous allons par des tests, déterminer la loi de distribution qui convient le 
mieux à la dispersion ÔZ30 
Le premIer test que nous appliquerons sur ces valeurs est de vérifier SI elles sont 
distribuées suivant une loi normale, à cause du théorème de la limite centrale: 
Soit un grand nombre n de variables indépendantes Xl , X2, . . . Xn . Alors, sous 
certaines conditions, leur somme X= Xl, + ... + Xn suit approximativement une loi 













Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionnels sur une condition fonctionnelle d'un 
assemblage mécanique 
Normal Probability Plot for DettaZ30 
Mean 
-0.Z15 -O.ZOO -0.1 Z5 -0.050 0.OZ5 o . 100 0.115 0.Z50 0.3Z5 
DELTAZ30 
1 Curve: -- NorPlal(Mu=0.0109 SigPla=0.0903) 
Figure 5.7: Test de la loi normale sur ÔZ30 
Après ce test nous obtenons les caractéristiques suivantes: 
ParaMeters 
Mean (Mu) 
Std Dev (SigMa) 
Distribution of 
Uariable=DELTAZ30 




A-D (A - Square) 
Pr > A-Square 
0.Z6833"161 
>0.5 
Chi-Square Goodness-of-fit C-von M (W-Square) 0.0315311"1 
Pr > W-Square >0.5 
Chi-Square 
Of 
Pr > Chi-Square 
LSL 
Obs Pet < LSL 











Obs Pet > USL 
Est Pet > USL 
o .0 01Z8331 







o . 'i 0 0 
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NorMal Probabi 1 ity Plot for DeltaZ30 
Quant il es 
Percent Obs Quantile Est Quant il e 
1 • 0 -0.0011'i -0.00'i57 
5.0 0.01756 







Les paramètres estimés de la loi normale ).l et cr sont : 
la moyenne (~ = 0.072961 ) ; 









Le test « chi-square» permet d'effectuer une comparaison entre les valeurs observées 
(estimées) et les valeurs théoriques. Le test est représenté par la formule suivante: 
Xl = l (O - T) 
T 
où: 
o : les valeurs observées 
T : Les valeurs théoriques 
(5.4) 
Ce test indique un écart très petit entre les valeurs estimées et théoriques et par 
conséquent on peut conclure que les dispersions sont normalement distribuées. 
Les tests d ' Anderson-Darling, de Cramer-von Mises, et Kolmogorov-Smirnov nous 
mènent à la même conclusion, à savoir que la distribution de la condition fonctionnelle 
bZ30 suit une loi normale. Les quanti les des valeurs observées et estimées en fonction du 
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- 0 . 3 - O . Z - 0 • 1 0.0 0 .1 o .Z 0 .3 o .~ 
translation en Z ("'''') 
Spec 1 fi ca t Ion and Nor",a 1 Curve , - - Lower=-O. 05 -- Hu=O .0709. Slg",a=O . 0903 
Figure 5.8: Courbe cumulative de 8z30 
Maintenant que nous savons que ces valeurs suivent approximativement une loi normale, 
nous pouvons calculer le nombre d'assemblages qui ne respecteront pas les spécifications 
de la condition fonctionnelle suivant 8z3o.Nous pouvons ainsi calculer la probabilité 
qu 'un assemblage soit rejeté. 
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5.3.2 détermination des pourcentages de rejets 
Après avoir déterminer la loi de distribution de la condition fonctionnelle et ayant les 



























- 0 .3 

















1 ~......... : ~~----------------------------I ~ 1 
• 0 ~ . 1 5 10 ~s 50 75 
Percent i 1 es 
90 95 99 99.9 99.99 
1 
specl~lcatlone and NorMal Llne : Lower=- O .~5 upper=o.'"t 
-- Mu:::: O.O?0 9. SIOPla=o.0903 











-0.3 -O.~ - 0 • 1 0.0 o . 1 
DELTAZ30 
Specifications and Curve: ................ ~ Lower=-O.Z5 
- -- Upper=O .Y 
O.~ 
-_ •. _- Nor",al(Mu=O .O ,09 Sig",a=0.0903) 
Figure 5.9: Probabilité de rejet pour une spécification (-0.25 et 0.40). 
M ean 0 .071 
0.090 
0.3 o • 'i 
Prenons des spécifications quelconques pour la condition fonctionnelle en 8z30, soient: 
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• limite supérieure 0.4 mm; 
• limite inférieure - 0.25 mm 
Alors nous constatons sur la figure 5.9 que 99.8 % des assemblages respecteront ces 
spécifications et seulement 0.2% des assemblages sont rejeté. 
Si nous prenons un autre exemple, à supposer que les spécifications en ÔZ30 sont: 
• limite supérieure 0.3 mm; 






L 0 . 1 
T 
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- 0 • 3 "r+ __ -.-__ --. __ -,_,--_--, _ _ --. __ --r __ ,-----. __ --.--L.._1_--.-__ -r' 
.01 .1 5 10 Z5 50 75 90 95 99 99.9 99.99 
Nor~a l Percenti les 
specifications and No r~al Line: Lower=-0 . 3 -- -- Upper=0.3 
------ Mu=0.0709, Si9~a=0.0903 
Figure 5.10: Probabilité de rejet pour une spécification (-0.30 et 0.30) 
Nous constatons que 0.8% des assemblages ne respecteront pas les spécifications et que 
99.2% les respecteront. 
Nous procédons de la même façon avec toutes les équations pour obtenir les 
histogrammes des dispersions de la condition fonctionnelle. 
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Comparative Analysis of dispersions 
12 group Size = 5000 p Mean 0. 005 






12 group Size = 5000 p Mean -0.19~ 







group Si ze = 5000 1 
p 12 Mean 0.015 






-0.5815 -0.~815 -0.3815 -0.2815 -0.1815 -0.0875 0.0125 0.1125 0.2125 0.3125 0.~125 
Effective d i spersions Length (mm) 
Figure 5.11: Histogramme illustrant la répartition des dispersions( OZ 311 ' oX 311 et 
oYJII ) en translation 
5.3.3 Représentation des zones de dispersions 
Nous pouvons dès lors représenter les zones de distribution (zones de tolérances). 
L'union des zones en translation et en rotation nous donne la zone finale de répartition 
des dispersions. 
Pour visualiser les zones de dispersions sous formes de nuages de points, nous 
effectuerons trois projections et la vue isométrique. 
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5.3.3.1 Zones de dispersion en translation 








- 0 • Z 
- 0 .3 
-0.'1 
Process Capabi 1 Ity Anal y sis o~ Dispersion 
Plot o~ DELTAZ30*DELTA X3 0 . SyMbol uaed la 




o .Z 0.3 o . '1 
Figure 5.12: Représentation de zone de dispersion en projection 5X )O et 52)0 
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Projection en OY30 et OZ 30 
DELTAV30 
o . 1 
o .0 








Process Capabi 1 ity Analysis of Dispersion 
Plot of DELTAV30*DELTAZ30. Symbol used is 
-O.z - 0 • 1 o . 0 0.1 o .z 0.3 o • 'i 
DELTAZ30 
Figure 5.13: Représentation de zone de dispersion en projection OY3" et OZ 31l 
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Projection oX )O et oY)O 
DELTAY30 
o . 1 
o .0 






- 0 .7 
1 
-0.'1 
Process Capabi 1 ity Analysis of Dispersion DeltaX30 
Plot of DELTAY30*DELTAX30. Symbol used is 
-0.3 - 0 • Z - 0 • 1 o .0 
DELTAX30 
0.1 O.Z 0.3 
Figure 5.14: Représentation de zone de dispersion en projection OX 1I1 et oY)O 
0.'1 
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5.3.32 Zones de dispersion en rotation 
Le même exercice est répété pour les rotations( 5ç6ZJO' 5ç6X Jo , 5ç6Y,0). 
co~parative Analysis of dispersions 
10 group Sizel = 5000 P Mean 







10 group Size = 5000 p Mean 















-0.00'1 -0.002:75 -0.0015 -0.0002:5 o .001 0.002:2:5 o .0035 0.00'175 
Effective dispersions rotation (radian) 
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Les projections obtenues sont sur les figures suivantes: 
Projection 0tPZ 30 et 0tPX30 
Pro cess Capabi 1 ity Analysis of Dispersion DeltaX30 
Plot of DELfIZ30*DELfIX30. Sy~bol used is 
0.006 
o .005 








o .000 o .001 o .0 oz 0.003 0.00'i o .005 
DELflX30 
Figure 5.17: Représentation de la zone de dispersion 0tPZ30 et otPx }() 
0.006 
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Process capabi 1 ity Analysis of Dispersion DeltaX30 
Plot of DELfIY30*DELfIZ30. Sy~bol used is 
1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
o .000 0.001 O.OOZ 0.003 o .OOY 
DELFIZ30 
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Projection t5rjJY)O et t5rjJX
'0 
Plot of OELFIY30*OELFIX30. SyMbol used is 
1 1 
1 1 
o . 000 o .001 O.OOZ 0.003 o .00"1 0.005 
OELFIX30 
Figure 5.19: Représentation de la zone de dispersion t5rjJx )O et t5rjJY)O 
1 
1 
o .0 os 
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DELF'IZ30 





OrpZ lO ) 








Figure 5.20: Représentation isométrique des zones de dispersion (orpX lO ' orpYlO et 
Comme nous l'avons souligné plus haut la zone de tolérance constitue une combinaison 
des zones de dispersion en translation et en rotation. Cette combinaison pourrait 
permettre de mettre en évidence des spécifications potentielles pour les conditions 
fonctionnelles. Cette combinaison n'a pas été envisagée dans note étude car le logiciel 
utilisé ne permet pas de faire une union (combinaison) deux zones tridimensionnelles. 
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CHAPITRE VI 
SIMULATION STATISTIQUE DES ÉQUATIONS DE SYNTHÈSE 
6.1 Définition de la synthèse 
La synthèse permet aux concepteurs de déterminer les dispersions des éléments 
fonctionnels à partir de la spécification des dispersions de la condition fonctionnelle. 
6.2 Regroupement des équations 
Si nous observons les équations obtenues avec la cinématique inverse (pseudo-inverse) 
nous constatons que dans les 30 équations plusieurs sont identiques. Selon leur 
ressemblance on peut les classer par groupes suivants: 
• (3 .34), (3.40), (3.46), (3.52), (3 .58) 
• (3.35), (3.41), (3.47), (3.53), (3.59) 
• (3.36), (3.42), (3.48), (3.54), (3.60) 
• (3 .37), (3.43) 
• (3.38), (3.44) 
• (3 .39), (3.45) 
• (3.49), (3 .55), (3 .61) 
Si nous revoyons le calcul de la matrice jacobienne, ces équations se ressemblent parce 
qu' elles ont pratiquement les mêmes matrices de transformation, surtout au niveau de la 
troisième et de la quatrième colonnes. 
Les équations (3.50), (3.56) et (3.62) n'ont pas de ressemblance, ainsi que les équations 
(3.51) (3.57) et (3 .63). En plus de ce constat, nous pouvons aussi remarquer que les deux 
premiers groupes de six équations sont identiques. Ces remarques nous permettent de 
réduire le nombres d'équations à simuler. 
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Nous suivons ici le même cheminement qu'en analyse, seulement les équations changent. 
Les lois et leurs paramètres obtenus en analyse sont utilisés pour générer les nombres 
aléatoires pour la synthèse. Les équations sont rassemblées par groupe de 6 soit 3 
rotations et 3 translations tout comme dans le cadre de l' analyse. 
Comme les simulations (analyses et synthèse) présentent beaucoup de similitudes, nous 
présenterons ici brièvement les résultats des dispersions relatives: 
• Au plan de la plaque, équations (3.32), (3.33), (3.34), (3.35), (3.36) et (3.37); 
• À l 'axe du cylindre, équations (3.50), (3.51), (3.52), (3.53), (3.54), et (3.55). 
Considérons que les dispersions de la condition fonctionnelle suivent toutes des 
distributions normales avec les caractéristiques suivantes: 
8x 30 = 0.005 + 0.085 * rannor (seed 1) 
8Y 30 = -0.194 + 0.089 * rannor (seed 1) 
6z 30 = 0.075 + 0.092 * rannor (seed 3) 
5~X30 = 0.02 + 0.001 * rannor (seed2) 
8rpy 30 = 0.001 + 0.001 * rannor (seed 3) 
8rjJZ 30 = 0.002 + 0.001 * rannor (seed 2) 
(6.1) 
(6.2 ) 




Après avoir générer les valeurs de toutes les variables, on construit les histogrammes des 
dispersions des éléments fonctionnels. 
6.3 Les résultats de la simulation des dispersions du plan de la plaque 
Les histogrammes obtenus pour les dispersions du plan de la plaque sont représentés sur 
les figures 6.1 pour les translations et 6.6 pour les rotations. 
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COMparative Analysis of dispersions 
group Size = 5000 Mean 0.000 D P 30 
e e 25 
1 r 20 
t c 
std Dev 0.000 
a e 15 
Z n 10 
o t 5 
O ~----------~--.. • 
D P 30 



















e 25 StdDev 0.000 
r 20 
c 
a e 15 
Z n 10 
2 t 5 
o-L--,----r----.-~____.,r--~.,.. ... 
-0.000063 -0.000039 -0.000015 9.0E-06 0.000033 0.000057 
Effective dispersions length (MM) 
Figure 6.1 : Histogramme de OZ"' OZ, et OZ2 
0.000081 
Après les tests, nous choisissons la loi de distribution qui répond le mieux aux différentes 
dispersions et nous déterminons le nombres de rejets en fonction de cette loi. Pour ces 
trois distributions nous obtenons les figures suivantes: 
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Process Capabi 1 ity Analysis of Dispersion DeltaZ18 
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Projection oz" et OZ2 








Process Capabi 1 ity Analysis of Dispersion DeitaZ1B 
Plot of DELTAZ2*DELTAZO. SyMbol used is 
1 1 1 
11111 
-0.000075 - 0.00005 -0.000025 o 0.000025 0.00005 0.000075 0.0001 0.000125 
DELTAZO 
Figure 6.4: Représentation de la zone de dispersion &" et & 2 
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Co~parative Analysis of dispersions 
10 group Size : 5000 Mean P 







10 group Size : 5000 Mean P 








10 group Size : 5000 Mean p 













-0.0018Y -0.0012 -0.00056 0.00008 0.00072 0.00136 o .002 0.0026Y 0.00328 0.00392 
Effective dispersions length (~~) 
Figure 6.6 : Histogramme de SljJZ3' ôfjJZ, et ôfjJZs 
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Scatter Plot of DISPERSION Data Set 
0.00235 
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Pour l'axe du cylindre, les zones de dispersions obtenues sont illustrées par les figures 







Surface Plot of DISPERSIONS Data Set 
Figure 6.8 : Représentation de la zone des dispersions OZlg OZl9 et oz ,,} 
3.35E-06 
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Rotation &jJz 2J' 15#22 et StjJZ 21 








--- -- --- DElFIZ22 
0.004~ 
o ElFIZ21 ~---0.OO~7 
0.00025 0.00390 
Figure 6.9 : Représentation de la zone des dispersions StjJZ 2P StjJZ 22 et StjJZ21 
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Si nous considérons que les distributions suivent toutes des lois normales dans l' analyse 
et que nous utilisons les résultats obtenus dans la synthèse, nous obtenons des résultats 
très intéressants. De l'analyse à la synthèse et de la synthèse à l'analyse, on retrouve 
approximativement les même lois et les mêmes caractéristiques. Nous pouvons 
représenter ce processus par la figure 6.10. 
Variables (dispersion des éléments fonctionnels) Analyse des résultats 
..... (histogramme, tests, la loi et Lois de distributions (nonnaJes) et leurs ~ 
caractéristique des dispersions 
caractéristiques des éléments fonctionnels, 
• 
calcul du pourcentage de 
Le modèle (système d'équations) de l'analyse 
rejet. . . ) 
Utilisation des lois de distribution pour générer ~Il 
les valeurs des différentes variables 
~r 
Calcul des dispersions de la condition 
fonctionnelle selon le modèle 
,Ir 
Analyse des résultats (histogramme, tests, loi et Calcul des dispersions des 
caractéristique des dispersions de la condition éléments fonctionnels selon le 
fonctionnelle, calcul du pourcentage de rejet. .. ) modèle( synthèse) 
.. ~ 
,r 
Le modèle (système d'équations) de la synthèse 
Utilisation des lois de distribution (normales) des 
dispersions de la C F obtenues en analyse pour 
générer les valeurs des différentes variables 
Figure 6.10: Représentation de l'analyse versus synthèse avec des lois de 
distributions normales 
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Si l' on utilise une loi normale avec des caractéristiques pour une variable dans le cadre de 
l'analyse et qu 'on utilise les résultats obtenus dans la synthèse, on obtiendra 
approximativement une loi normale avec les mêmes caractéristiques, ce qui illustre la 
validité de la méthode. L' analyse et la synthèse constituent les deux faces d ' une même 
médaille. 
6.4 Utilisation des lois normales sur toutes les variables 
En statistique, toute combinaison linéaire de normales indépendantes est une normale. 
Les propriétés d 'une telle combinaison sont décrites par les trois énoncés suivants : 
• Si X est de loi normale N(f-/ , CJ 2) , alors a + bX est une normale de loi 
• si X, .. .x n sont des variables normales indépendants de lois respectives 
N(f-/ " CJ ,2) . .. N(J1n' CJ; ) alors leur somme x, + ... + X est une normale de loi 
(6 .7) 
(6.8) 
• Toute somme ou différence de deux variables normales indépendantes est normale 
X+Y est N(p x + f-lv' CJ ; + CJ ; ) 
X - Y est N(P x - f-lv' CJ ; + CJ ; ) 
Prenons un exemple simple pour illustrer cela. Soit l' équation suivante : 
{
YI} [1 -1 2] {XI} 
Y =111*x 2 2 
Y3 1 - 2 1 x) 
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Considérons que les variances des variables x sont données. 
Selon les propriétés énoncées si dessus 
V(YJ=~ +0; +4oî 
v(Y ) = (J".2 + (J".2 + (J".2 2 1 2 3 








Considérons les équation (6.12) à 6.14 
V(X1 ) = V(YI) + V(Y2) + V(Y3) 
- 2cov(YI 'Y2)- 2cov(YI 'Y2)+ 2COv(Y2 'Y3) 
COVGI 'Y3) = EY 1Y 3 - Ey I E3 =a} +2(J~ + 2(J~ 
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Exemple: 
YI =XI -X2 +2x3 
Vue que les variables sont indépendantes 
CO~YI'Y2 )=EYIY2 -E~EY2 =CJ12 -CJ~ +2CJ: 
remplaçons les variances et les covariances par leur valeur. Nous obtenons: 
v(xl)=a; +0; +~ +0; +0; +a; +0; +~ +a;-~ 
+~-~-~-~-~+~-~+~=o; 
Nous arrivons à la conclusion illustrée par la figure 6.11 
Loi de distribution Application linéaire 
normale Analyse 
(6.26) 
n ll-l 21 n {:} -1 *{f:} y =111*x 0 2 2 3 3 
Y 3 1 -2 1 x3 1 2 
-- --
3 3 
Application linéaire Loi de distribution 
Synthèse normale 
Figure 6.11 : Représentation de la simulation avec des lois normales 
Pour arriver à de tels résultats, les conditions suivantes doivent être réunies: 
• Toutes les variables doivent être indépendantes; 
• Le générateur doit très performant; 
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6.5 Application numérique 
Considérons que les variables x suivent des lois normales avec les paramètres 
suivantes : 
XI "" N (O,O.S) 
X 2 "" N(0,0.6) 
Xl "" N(0,0 .8) 
Utilisons ces caractéristiques pour générer 5000 valeurs pour chaque variable x. A partir 
de ces valeurs, calculons les valeurs de chaque variable y et construisons les 
histogrammes suivants: 
Process Capability Analysis of y1 
14 
N ormal 
M ... n 0.032 







-7.2 - 6. 0 - 4.8 -3.6 -2.4 -12 0.0 12 2.4 3.6 4.8 6.0 7.2 
Y1 
1 Curv~: -- Nonn al (Mu - 0.03 24 Sigm a - 1 82 14 ) 
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- 3.6 -2.8 -2.0 -12 -0.4 0.4 12 2.0 2.8 3.6 4.4 
Y2 
1 Curve-: --- No nn al (Mu = 0.0241 Sigma = 1 13:J3) 
Figure 6.13 : Histogramme de Y2 
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- 5.75 -4. r,; - 3.75 -2.75 -175 -0.75 125 
Y3 
1 Curve: -- Nom al (Mu = 0.01)9 Sigma= 15636) 
Figure 6.14 : Histogramme de Y3 
2.25 3.25 4.25 
Si nous utili sons les valeurs des variables y obtenues en analyse dans les équations 
obtenues dans la matrice inverse, nous obtenons approximativement les mêmes lois et les 
mêmes caractéristiques qu'au départ. Ces résultats sont présentés sur les figures 6.15, 
6. 16 et 6. 1 7. 
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Process Capability Analysis XX1=x1 
-173 -143 -1 13 -0.83 -0.53 -0.23 0.07 0.37 0.67 0.98 
)(X l 
1 Curvê: --- Normal(Mu - 0.00"11 S igm a - 0.502) 
Figure 6.15 : Histogramme de XI 
Process Capabi 1 it y Anal ys is of XXZ=xZ 
-Z .3 - 1 .7 - 1 .1 -0.5 o . 1 0.7 1.3 
XXZ 
Curve : NorMal(Mu=0.0078 SigMa=0.60Z5) 
Figure 6.16 : Histogramme de X2 
128 
Nomal 
Me an 0.002 




Std Dev 0.603 
1.9 Z.5 
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1 Curv<>: 
Figure 6.17: Histogramme de X3 
Nous obtenons: 
XI ~ N(O.0020.50~ 
x2 ~ N(O.OO8,O.603) 
X 3 ~ N(O.Ol ,O.794) 
- - Normal(Mu= 0.0097 Sigma= 0. 7937) 
Nous constatons que les écarts entre les caractéristiques obtenues et celles de départ sont 
négligeables. En utilisant une pseudo-inverse, nous constatons que ces écarts sont un peu 
plus élevés mais nous pensons qu ' il est toujours possible de les « négliger ». 
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CHAPITRE VII 
CONCLUSION ET RECOMMANDATIONS 
7.1 Conclusion 
La méthodologie proposée constitue une nouvelle approche pour quantifier les 
dispersions tant au niveau de l'analyse qu'au niveau de la synthèse. 
7. 1.1 Analyse 
L' approche développée par Laperrière et Lafond [16] pour l 'analyse constitue un atout 
très important pour l'allocation des tolérances. Cette approche nous permet d'obtenir les 
dispersions affectant les conditions fonctionnelles sous forme de 6 équations à n 
inconnues, où n est le nombre de dispersions à quantifier. 
La quantification de ces dispersions, à l' aide de la simulation de Monté Carlo exige une 
bonne connaissance de la distribution de ces dispersions et une bonne maîtrise du 
générateur de nombre aléatoire. Le générateur de nombre aléatoires joue un rôle 
important dans la quantification car de ce dernier dépend la précision des résultats . 
Dans cette partie de la simulation, le concepteur détermine les zones de dispersions des 
conditions fonctionnelles en fonction des dispersions des éléments fonctionnels. Cette 
partie de la simulation peut être représentée par la figure 7.1 . 
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0-'(" 0 0 
81.., 0 - 1 
Oz ., 1 0 
8rpx,o 0 0 
8rpy" 0 0 
8rpz" 0 0 
Calculer les 
valeurs des 







1 0 0 0 0 1 0 0 0 
8rpz4 
8rpz, Générateur de 
0 D" - D,'i 0 - 1 0 0 0 0 nombres 2(, 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 
* 
aléatoires en 
0 0 1 0 0 0 0 1 0 fonction des lois 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 de distribution 







Constructions des histogrammes 
Tests: déterminer les lois et les 
caractéristiques des dispersions de C.F 
Spécification sur les 
conditions fonctionnelles 
Établir le pourcentage des 
assemblages qui ne respecteront 
pas la condition fonctionnelle 
Figure 7.1 : Représentation de la simulation en analyse. 
7. 1.2 Synthèse 
Sur la base des travaux de Laperrière et Lafond [16] , nous avons développé une approche 
pour la synthèse des tolérances. Il s'agit d'une approche qui permet d' établir une relation 
entre les dispersions des conditions fonctionnelles et celles des éléments fonctionnels , 
grâce à la pseudo-inverse de la matrice jacobienne. Cette technique permet aux 
concepteurs de déterminer les zones de dispersion des éléments fonctionnels en fonction 
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de celles des conditions fonctionnelles. Le modèle est constitué de n équations à 6 























Calculer les valeurs 
des dispersions des 
éléments fonctionnels 
Continue 
Construire les histogrammes 
non 
Tests: déterminer les lois et les 
caractéristiques des dispersions des 
éléments fonctionnels 
Spécifications sur les 
éléments fonctionnels 
Établir le pourcentage des 
assemblages qui ne respecteront pas 
les spécifications sur les éléments 
fonctionnels 
Figure 7.2 : Représentation de la simulation en synthèse 
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Le fait de pouvoir exprimer les modèles sous forme d 'équations explicites constitue un 
avantage très important. Dans la plupart des méthodes d' analyse, il s'avère très difficiles 
d' exprimer un modèle (équations) qui reflète l'état réel de l'assemblage. 
À travers la méthode de quantification des dispersions, nous pouvons constater qu ' il est à 
chaque fois possible de représenter les zones des différentes dispersions. De ces zones, 
nous pouvons déterminer les pièces critiques de l'assemblage et par conséquent nous 
pouvons choisir le mode de fabrication. Cela nous permet d'augmenter la qualité des 
assemblages tout en diminuant les coûts de fabrication. 
Un des inconvénient majeur de la méthode est que le nombre d 'équations est fonction du 
nombre de paires impliquées dans la chaîne. Plus le nombre de paires augmente, plus le 
nombre de variables s'accroît et plus la simulation devient difficile. La capacité de 
mémoire de nos jours ne constitue pas un problème majeur mais il n'en demeure pas 
moins que les calculs matriciels impliquant un nombre élevé de paires peuvent se révéler 
très difficile à réaliser. 
Finalement, les méthodes d ' identification des dispersions dans le cadre de l'analyse et de 
la synthèse intégrées à la simulation de Monté Carlo, nous permettent de mieux 
comprendre l'interaction entre les différents éléments fonctionnels et leur impact sur la 
condition fonctionnelle. 
7.2 Recommandations 
Une suite logique de cette recherche serait de poursUlvre l'étude de l' impact des 
dispersions d 'éléments fonctionnels sur celles de la condition fonctionnelle tout en 
utilisant les valeurs réelles des dispersions. La méthode utilisée demande une bonne 
connaissance des lois de distributions qui régissent les dispersions. Une étude minutieuse 
au niveau des recherches par expérience et des tables permettra de constituer des bases de 
données dans le but de mieux caractériser les dispersions par différentes lois de 
distributions qui rendent compte de l'état réel de ces dernières. 
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Les zones de dispersions obtenues ne nous renseignent pas sur les types de tolérancement 
à appliquer. Il serait donc très intéressant d ' envisager une étude qui permettrait de faire 
un lien entre les zones de dispersion et le type de tolérancement que nous avons énuméré 
dans le deuxième chapitre. La visualisation de ces zones de dispersions et leur influence 
possible sur le dessin de conception seraient peut-être aussi envisageable dans la mesure 
ou chaque modification serait perceptible par le concepteur. 
De plus des études comparatives avec d'autres méthodes pourraient permettre de valider 
les résultats obtenus. 
Le logiciel utilisé (SAS) est aussi limité, car il ne nous permet pas de créer une interface 
dans laquelle on pourrait directement sélectionner les différentes variables . 
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ANNEXE 
Cette partie, constitue une partie du chapitre V, qui présente les dispersions des éléments 
fonctionnels ainsi que les lois de distribution de ces derniers. 
8z6=0.003 *ranuni(seedl); (A.I) 
Cette dispersion suit une loi uniforme de moyenne 0.003 5000 valeurs sont générées et 
1 ' histogramme suivant est construit. 
Process Capability Analysis of Plating Dispersion 
0.00006 0.0005'i 0.0010Z 0.00150 0.00198 0.00Z'i6 0.00Z9'i 
DELTAZ6 
Figure A.1 : Histogramme de 8z6 
Les caractéristiques de cette dispersion sont les suivantes: 
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5000 SUM Wgts 5000 
0.001'i87 SUM 7."I366Z1 
0.000868 Uariance 7.53E-7 
0.017079 Kurtosis -1 .Z 1011 
0.01"18Z5 CSS 0.00376"1 
58.3"1"11Z Std Mean O.OOOOIZ 
1 Z 1.1959 Pr>ITI o .0001 
5000 NUM > 0 5000 
Z500 Pr>=IMI o .0001 
6Z51Z50 Pr>=ISI o .0001 
Quant i 1 es( Def=5) 
0.003 99% 0.00Z975 
0.00ZZ5"1 95% 0.00Z839 
0.001"18Z 90% 0.00Z687 
0.000739 10% 0.000Z93 
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Cette dispersion suit une loi normale de moyenne 0 et d'écart type 0.00003 , 5000 valeurs sont 
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0.00001 0.00009 0.0001"1 0.000Z5 
DELF 1 ZII 
Figure A.2 : Histogramme de la dispersion Ô~Z I I 
0.00033 o . 00 O'i 1 
Les caractéri stiques de cette dispersion sont les suivantes: 
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OZ 12=0+0.0001 * rannor( 0) (A.3) 
Process Capability Analysis of Plating Dispersion 
17.5 
Mean 0 .000 













-0.0006Z -0.000'16 -0.00030 -0.0001'1 O.OOOOZ 0.00018 0.0003'1 0.00050 
DEL.TAZIZ 
Figure A.3: Histogramme de la dispersion OZ1 2 
Les caractéristiques de cette dispersions sont: 




N 5000 SUM Wgts 5000 
Mean 2.798E-7 SUM 0.001399 
Std Dev 0.000101 Variance 1.018E-8 
Skewness 0.021223 Kurtosis 0.066'1 
USS 0.000051 CSS 0.000051 
CV 36061.8'1 Std Mean 1.'127E-6 
T:Mean=O 0.196082 Pr>ITI 0.8'1'16 
NUM "= 0 5000 NUfIl > 0 2506 
M(Sign) 6 Pr>=IMI 0.876'1 
Sgn Rank 7989 Pr>=ISI 0.9376 
Quanti les(Def=5) 
100% Max 0.000'13 99% 0.000237 
75% Q3 0.000069 95% 0.000168 
50% Med 2.677E-7 90% 0.000128 
25% QI -0.00007 10% -0.00013 
0% Min -0.00033 5% -0.00016 

































8~Z 17 suit une distribution normale de moyenne 0 et d'écart type 0.00003 














O.OOOOZ 0.00018 0.0003'1 0.00050 0.00066 0.0008Z 0.00098 
DELF'IZI1 
Figure A.4: Histogramme de dispersion 8~Z1 7 
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Les caractéristiques de la dispersion 8~Z17 sont: 




N 5000 SUPl Wgts 5000 
Mean 0.000398 SUPl 1.98931 
Std Dev O.OOOZI1 Variance 'l.691E-8 
Skewness 0.'l99058 Kurtosis -0.5156Z 
USS 0.0010Z6 CSS 0.000Z35 
CV 5'l.'l68'l1 Std Mean 3.065E-6 
T: Mean=O IZ9.8195 pr>ITI o .0001 
NuPl "'= 0 5000 NuPl > 0 5000 
M(Sign) Z500 Pr>=IMI o .0001 
Sgn Rank 6Z51Z50 Pr>=ISI o .0001 
liIuant i 1 es( Def=5) 
100% Max 0.000981 99% 0.000918 
15% iii 3 0.00055Z 95% 0.00080Z 
50% Med 0.000363 90% 0.000115 
Z5% iii 1 0.000ZZ3 10% o .000 l 'l 






Lowest Obs Highest Obs 
3.'l16E-6( Z9H) 0.000918( Z685 ) 
'l.HIE-6( 'l65 ) O.000983( Z8'l6 ) 
6.809E-6( 3'l31 ) O.000983( 3806 ) 
l.nZE-6( Z 0 03 ) O.00098'l( 'l'lZ 1 ) 
8.Z98E-6( 1163 ) O.OOO981( 3'l86 ) 
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8Z 18 = O.002*ranexp(seedl) (A.S) 











-0.0009 o .0015 0.0039 0.0063 0.0087 
DELTAZI8 
Figure A.S: Histogramme de la dispersion 8Z 18 
0.0111 
Les caractéristiques de cette dispersion sont les suivantes: 




N 5000 Su fil Wgts 5000 
Mean 0.00205'l SUfIl 10.26887 
Std Dev 0.002068 Variance 'l.277E-6 
Skewness 1.975'l52 Kurtosis 5.802928 
USS 0.0'lZ'l69 CSS 0.OZ1379 
CV 100.6931 Std Mean 0.000029 
T:Mean=O 70.ZZ398 Pr>ITI 0.0001 
NUfIl " = 0 5000 NUfIl > 0 5000 
M(Sign) Z500 Pr>=IMI o .0001 
Sgn Rank 6251250 Pr>=ISI o .0001 
Quanti les(Def=5) 
100% Max o .019212 99% 0.009368 
75% Q3 0.00Z853 95% 0.006339 
50% Med o .00 l 'l16 90% 0.00'l775 
25% QI 0.000567 10% 0.000211 






St d Oev 0.002 
0.0135 o .0159 
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Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionnels sur une condition fonctionnelle d'un assemblage 
mécanique 
ExtrePles 
Lowest Obs Highest Obs 
'i.96ZE-7( 'i331 ) 0.0 l 'i316 ( Z'i88) 
S.IIZE-7( Z978 ) 0.0IS906( 31 Z8 ) 
S.'iSIE-7( 9Z3) 0.016619( Z 069 ) 
1.696E-6( 1799 ) 0.017796( 3'i88) 
1.96SE-6( 'i8'i6) 0.019ZIZ( Il 'i6 ) 
8~Z23 = O+O.0003*NORMAL(O); (A.6) 
Process Capability Analysis of Plating Dispersion 
1'1 
Meon - 0 .000 
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Figure A.6: Histogramme de la dispersion 8~Z23 
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Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionne ls sur une condition fonctionnelle d'un assemblage 
mécanique 
Ces caractéristiques sont les suivantes: 




























5000 SUPl Wgts 
5.'i35E-6 SUPl 
0.000303 Uar i ance 
-0.0079'i Kurtosis 
0.000'i58 CSS 
5571 .'i'i8 Std Mean 
1.269162 Pr>ITI 
5000 NuPl > 0 
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Simulation de l'impact des dispersions d'éléments fonctionnels sur une condition fonctionnell e d'un assemblage 
mécanique 
ÔZ24=O.005*rangam(seed2,a2) (A.7) 
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Figure A.7: Histogramme de la dispersion ÔZ24 
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Mean 0 .010 
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